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A MANERA DE INTRODUCCION

Cuando estamos inmersos en un ambiente Ileno de recursos tecnol6gicos es
gratificante ver la concreci6n de una idea, que fuera planteada a Marco Velarde, en el
sentido de hacer una publicaci6n sobre los conceptos fundamentales de la hidrodinamica,
10 suficientemente clara, sencilJa, sin explicaciones que tengan altas complejidades
matematicas, con la finalidad de que sirva de texto 0 de material de referencia para los
estudiantes, especialmente los de nivel de pregrado, y que su contenido sea asimilable sin
mayores dificultades.

Cuando tuve el honor de desempefiar la Presidencia del Instituto Panamericano de
lngenieria Naval (WIN), motive, apoye y promocione la aparici6n de publicaciones
tecnicas para los estudiantes de las universidades miembros del lPIN y ventajosamente
encontre en las autoridades de la Escuela Superior Politecnica del Litoral (ESPOL) a los
mas entusiastas aliados para concretar esta idea.

EI presente libro, editado por la ESPOL, sin lugar a dudas sera un referente para el
estudio de esta area de las ciencias y podra servir de motivaci6n para que el estudiante
continue en su busqueda de Ja excelencia profesional. Esta obra tiene una especial
caracteristica didactica, puesto que conjuga 10 tradicional con 10 modemo, en el
tratamiento de los temas que desarrolla, y junto con las ayudas audiovisuales y
computacionales que existen en la actuaJidad perrniten asegurar la calidad en la forrnaci6n
de los estudiantes orientados a las profesiones relacionadas al mar y de las ramas de la
ingenieria que manejan el tema de los fluidos.

Ing. Cristobal Mariscal D(az
Profesor Principal F1MCM
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,
PROLOGO

Los cam bios tecnologicos oculTidos en los ultimos arios rebasan la imagjnacion de los
mas optimistas. EI uso generalizado de la informatica ha facilitado y acelerado el avance
en la aplicacion de los conceptos teoricos, en todos los campos de la ciencia y de la
tecnologia. Con la ayuda del computador es posible ahora visualizar a la Hidrodinamica de
una manera mas amigable e interesante, por tanto, menos aburrida y complicada. Lo que
esta por venir no es facil percibirlo en su real dimension, sin embargo, los tratados clasicos
sobre las ciencias siempre tendran vigencia, por su valor intrinseco y por las nuevas
aplicaciones que estan permitiendo a los investigadores y estudiosos obtener nuevas
lecturas de esos clasicos.

La difusion de la ciencia, mediante libros y textos en los paises en vias de desalTolio,
depende de la produccion de autores-investigadores que generalmente publican en ingles,
idioma que, aunque esta difundido mundialmente, ofrece ciertas dificultades en la
interpretacion de su lectura, por 10 que se justifica la necesidad de compilar y editar textos
en espanol para la gran mayoria de estudiantes que no dominan esa lengua.

Cuando se quiere preparar un libro y no se realiza investigacion en un area especifica,
la altemativa valida es la investigaci6n bibJiognifica, la recopilacion y selecci6n de
informacion existente, el ordenamiento de notas de aula y la experiencia docente. La
compilacion de "T6picos HlDRODINAMICA", y mi interes por esta rama de la ciencia y
de la ingenieria, se inicio en mi etapa de estudiante de lngenieria y Arquitectura Naval de
la Escuela Superior Politecnica del Litoral (ESPOL), de Guayaquil, Ecuador; continuo
como estudiante de posgrado de la especializaci6n de Hidrodinamica, en la Universidad
Federal de Rio de Janeiro, Brasil, en donde real ice investigaciones para mi Tesis de
Maestria titulada, "Determinacion de las Caracteristicas Hidrodinamicas para Buques
Cargueros en Proyecto Preliminar"; y como profesor de pre-grado, durante alrededor de
ocho anos, de las materias lntroducci6n a la Hidrodinamica, Hidrodinamica, Dinamica del
Buque y Control y Maniobras, en la Facultad de Ingenieria Maritima y Ciencias del Mar
(FIMCM) de la ESPOL.



EI material presentado es el resultado de la recoleccion de notas de clase de pre y
posgrado, traducciones de textos en ingles y portugues, interpretaciones Jibres de esas
traducciones, modificaciones, adaptaciones y aportes personales. Se han tornado como
referencias principales textos clasicos de Hidrodinamica, Hidrodinamica Aplicada,
Mecanica y Dinamica de Fluidos, y se ha consultado informacion en Internet, entre otras
fuentes.

La literatura en ingles sobre Hidrodinamica es abundante, por 10 que resulta hasta
cierto punto complicada la seleccion de los topicos a ser incluidos en un libro. En el
presente caso opte por los siguientes temas: Fluidos ideales, tluidos reales, redes de flujo y
configuraciones de tlujo, hidrodinamica de cuerpos moviendose en regimen permanente,
teo ria de olas y modelos matematicos de movimiento de tluidos. Esta estructura permitini
que el libro sea consideracJo como una ayuda para estudiantes de ingenieria naval,
oceanografia, e ingenieria mecanica, de petroleo y civil. Los cinco primeros capitulos del
libro contienen material para el dictado de un curso basico 0 introductorio; el ultimo
capitulo, junto con los Anexos B y C, requieren de mayores conocimientos teoricos y
matematicos y podrian formar parte de un curso mas avanzado de Hidrodinamica.

EI presente libro ha sido sometido al manejo y comentarios de los docentes de las
Facultades de Jngenieria Maritima y Ciencias del Mar y de lngenieria en Mecanica y
Ciencias de Ja Produccion de la ESPOL. En la FJMCM 10 han utilizado para sus clases los
profesores Bolivar Vaca, Miguel Fierro, y Enrique Sanchez, a quienes agradezco por sus
observaciones y sugerencias. En igual forma agradezco los comentarios hechos por varios
alumnos que conocieron el texto y tomaron el curso.

Mis agradecimientos a las autoridades de la ESPOL, FIMCM Y fUNDESPOL; a mis
colegas profesores, por el apoyo prestado para la publicacion de este libra; a los
estlldiantes Douglas Toro y Douglas Landivar por su excelente trabajo y dedicacion en el
mecanografiado y elaboracion de graficos, formulas y tablas y, al Centro de Difusion y
PlIblieaeiones de la ESPOL.

EI principal interes que me ha motivado para editar el libro "Topieos de
HIDRODfNAMICA", es aportar al eonocimiento mediante la difusion de informacion
tecnica de faeil uso para los estudiantes y demas personas interesadas en esta importante y
apasionante area de la eiencia. EI presente libro no tiene fines de lucro.

Marco G. Velarde T.

Profesor Principal FIMCM
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Ftuidos Ideates

1

FLUIDOS IDEALES.

1.1 PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS.

Capitulo I

Un fluido es un material que fluye. Su capacidad de flujr que 10 distingue de un
solido, resulta del hecho de que sus particulas pueden desplazarse bajo la accion de fuerzas
de corte.

AI igual que los solidos. los fluidos presentan considerable resistencia a Ja compresion y a
los esfuerzos de tension, pero todo fluido se deforma en forma continua bajo Ja aceion de
los esfuerzos de corte. Si la razon de corte-deformacion es pequena, la resistencia que
ofrece el fluido es despreciable y al inerementar la razon de deformacion se incrementa la
resistencia la eual desaparece una vez que el movimiento de deformacion eesa. La
resisteneia aumenta debido a la existeneia de viseosidad en el fluido.

Un fluido Newtoniano es aque! en el cual el. esfuerzo de corte, en una direceion de flujo, es
proporeional al poreentaje de deformaeion determinado por el gradiente de veloeidad a
traves del flujo, entonees:

du
r=J1- (1.1)

dy

donde:

't - Esfuerzo eortante en la direecion x sobre el plano normal al eje y.
u . - Velocidad en direecion x variando solamente con y.
Il - Constante de proporcionalidad, es la viseosidad dinamica 0 coeficiente de viscosidad,
el cual para algun fluido particular varia significativamente solo con Ja temperatura (Ver
Fig. 1.1).

J



Fluidos Ideales

u

u u

2b

y media

Capitulo I

du

dy

(a)

x

(b)

Fig. 1.1. - Relaeion entre e5juerzo de corte y gradiente de veloeidad de un flujo
unidimensional entre plaeas paralelas.

(a) Plaea superior moviendose en su propio plano; gradiente de presion cero.
(b) Ambas plaeasfljas; gradiente de presion negativa. (Vallentine, HR. 1967).

Los fluidos comunes, aire, agua y aceites ligeros de petroleo son fluidos Newtonianos.
Los fluidos no Newtonianos, que no siguen la ecuacion (1.1), no son utilizados en
ingenieria y no sen'm considerados.

Un Iiquido es un fluido que a determinada temperatura ocupa un volumen definitivo
que es poco afectado por cambios de presion. Colocado en un recipiente estacionario, el
liquido ocupani la parte inferior del recipiente y forma una superficie libre. En muchos
calculos hidraulicos los Iiquidos pueden ser considerados incompresibles. Por ejemplo,
bajo cualquier condicion, es conveniente y razonable considerar al gas, aire atmosferico,
como incompresible en vista de que las velocidades involucradas son pequefias
comparadas con la velocidad del sonido en el gas.

La aproximacion matematica al estudio de flujo de fluidos se simplifica si se 10
considera fluido perfecto 0 ideal el cual posee viscosidad cero. AI igual que los fluidos
reales, el ideal tiene densidad pero no ofrece resistencia al corte de deformacion y por 10
tanto se considera que no posee esfuerzos de corte. No presenta efectos de tension
superficial, no se vaporiza y la cavitaci6n 0 formacion de bolsas de vapor a baja
temperatura no existe. La densidad y presion del fluido, fa velocidad y aceleraci6n, si
varian con la posicion, se asume 10 hacen en forma continua de un punto a otro, excepto en
puntos aislados, Iineas 0 superficies de discontinuidad, las cuales son lIamadas
"Singularidades".

4



Fluidos Ideales

Presion en un Punto

Capitulo I

Toda materia a escala muy pequena, es discontinua. Para evitar significados ambiguos
a terminos como densidad, velocidad, 0 presi6n en un "punto", es necesario definir un
punto como un volumen muy pequeno el cual es todavfa muy grande comparado con el
espaciamiento de las moleculas f1uidas. Altemativamente, se asume que el fluido es un
medio continuo en el cuallos valores puntuales corresponden a los valores promedio en los
volumenes pequenos mencionados anteriormente.

Las fuerzas que actuan sobre el elemento de una masa f1uida se clasifican, pOI'
conveniencia, en fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie. Una fuerza de cuerpo es una
fuerza externa proporcional al volumen del elemento y actua "a una distancia" a traves de
su centro de masa. La gravedad es la unica fuerza de cuerpo con la cual el Ingeniero
Hidraulico tiene que ver. Una fuerza de superficie es una fuerza interna con una magnitud
proporcional al area bajo la cual actua. La presi6n intema y las fuerzas de corte son las
fuerzas de superficie involucradas en un f1ujo. En f1uido ideal al no existir fuerzas
tangenciales y de corte las unicas fuerzas de superficie son las de presi6n normales a las
areas donde actuan.

La interrelaci6n de los esfuerzos en un punto, resultantes de estas fuerzas para un
sistema bidimensional de f1ujo ideal se presenta en la siguiente figura :

o

x
Fig. 1.2. - Fuerzas actuando sobre un elemento de fluido en flujo bidimensional no

viscoso. (Vallentine, H.R. 1967).

Para prop6sitos de generalizar, el eje y esta inclinado un cierto angulo 13 con respecto a
la linea de acci6n de la gravedad. Las longitudes de los lados del elemento triangular son
a, b, c respectivamente, y las presiones normales correspondientes son p., py, PC!' La
densidad del f1uido es pyla aceleraci6n debido a la gravedad es g.

5



Fluidos Ideales Capitulo]

La suma de las componentes, en eJ sentido x, de las fuerzas actuando sobre el elemento
dentro del fluido es iguaJ al producto de la masa del elemento por su aceleraci6n aX. en la
direccion x. De acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton tenemos:

Px a - P a. c sen a + Y2 p a b g sen ~ = Y2 a b ax
( 1.2)

px - p a. + Y2 P b g sen ~ = Y2 b ax

Para considerar el esfuerzo en un punto hacemos que a y b se aproximen a cera, y la
ecuaci6n se reduce a:

px - P a. = 0

Dando un tratamiento similar a las componentes de la fuerza que actuan en la direccion y
se demuestra que:

y de ahi, tenemos:

Px = py

Para el caso tridimensional, tendremos :

Px = py = pz

(1.2 a)

(1.2 b)

de tal forma, que en fluido ideal, atm si el tluido esta acelerado, la presion en un punto es
la misma en todas las direcciones.

Velocidad

Consideremos que el fluido es continuo. Se puede definir una particula tluida como
constituida por un tluido contenido dentro de un volumen infinitesimal, 0 sea, un volumen
cuyas dimensiones pueden ser consideradas tan pequefias, de tal forma que sus
dimensiones lineares son despreciables. Por tanto, podemos tratar a la particula fluida
como un punto geometrico para propositos de estudiar su velocidad yaceleraci6n.
Consideremos la siguiente figura, en la cual, una particula dada en un instante t, se
encuentra en el punto P y esta definido por:

r OP

6



Fluidos Ideales

Q

o """"- ---'=--- ------1

Fig. 7.3. - Velocidad de una particulafluida.

p

Capitulo I

y que en un tiempo t l la misma particula, se habra movido hacia el punto Q, y estani
definida por :

La velocidad de la part[cula en el punto P se la define por el vector:

"

r1 - r dr
q= Im---=-

11 - I dl

Entonces la velocidad q es una funci6n de r y de t:

q=f(r,t)

Si la forma de la funci6n f es conocida, entonces conoceremos el movimiento del
fluido y podriamos en cada punta dibujar una pequena linea para representar el vector q.

Como se muestra a continuaci6n :

Fig. 1. 4. - Campo de velocidad definido por un vector.

7



Fluidos Ideales Capitulo I

Para obtener la concepcion fisica del campo de velocidad definido par el vector q,
imaginemos un fluido constituido por un gran numero de puntos Juminosos moviendose
junto can el fluido.

Si tomamos una fotografia de este fluido, se podnin observar las trayectorias de los
puntos luminosos como pequenas !ineas, que son proporcionales a las distancias recorridas
por eJ punto, en el tiempo dado y proporcionales a su velocidad.

Este tipo de fotografias pueden revelar una cierta regularidad del campo de velocidad,
en el cual las pequefias trayectorias parecen formar parte de un sistema regular de curvas.
Este movimiento se 10 describe como uri movimiento "uniforme"de Jineas de corriente
(streamline). Si por el contrario las trayectorias son irregulares y se cruzan entre si, el
movimiento descrito se 10 conoce como "turbulento".

Densidad

Si M es la masa de un tluido dentro de un volumen cerrado V , podemos escribir:

M=Vpl

donde PI : densidad promedia del fluido dentro del volumen dado, en cierto instante.

En un medio continuo hipotetico podemos definir densidad P como el limite de PI cuando
V-.O

Presion

COl1sideremos un plano pequeno de area infinitesimal dcr con centroide P situado en el
fluido, y dibujemos la normal PM en uno de los lados del area al cual consideraremos
positivo. EI otro lade sera considerado negativo. Podemos asumir que la accion mutua de
las particulas del fluido sobre los dos lados del area, en un instante dado, puede
representarse por dos fuerzas iguales pero opuestas pdcr aplicadas en el punta P. Cada una
de estas fuerzas seran de empuje, 10 que quiere decir que el flujo sobre el lado positivo del
area, empuja al fluido del lado negativo con una fuerza igual a pdcr.

8



Fluidos Ideales

pda

M

- -p

Fig 1.5. - Presion en un plano.

pda

Capitulo I

Experimentalmente se demuestra que en un fluido en reposo estas fuerzas actuan a 10

largo de la normal. En un fluido real en movimiento estas fuerzas forman un angulo E con
la normal, analogo al angulo de fricci6n. Cuando la viscosidad es pequena como en el
caso del aire y del agua el angulo E es pequeno. En un tluido no viscoso, E = 0; p se define
como PRESION en el punto P. Debemos notar que la presi6n P es independiente de la
orientaci6n del area da. Por tanto, la presi6n en un punto en un fluido no viscoso es
independiente de la direcci6n.

Presion Hidrodinamica

En un liquido en reposo existe en cada punto una presi6n hidrostatica PH. £1 principio
de Arquimedes establece que un cuerpo sumergido en un tluido es empujado hacia arriba
con una fuerza iguaJ a.l peso del liquido desalojado. Las particulas del Iiquido tambien
estao sujetas a este principio pero se mantienen en equilibrio bajo la accion de la presion
hidrostatica y de la fuerza de gravedad, 0 sea que el valor

PH h--+g
P

es constante para todo el liquido. Cuando el Jiquido esta en movimiento el principio de
boyantez actUa, y podemos escribir :

p = PD + PH

9



Fluidos Ideales

Por eJ teorema de • Bernoulli tenemos que:

entonces:

donde:

C'~ C - ( P; + ghJ "' una nueva constante

La penultima ecuacion seria correeta para el caso en que no existiera Ja gravedad.

La cantidad PD, 11amada presion hidrodimimica corresponde a la presion debido al
movimiento. Esta presion mide la fuerza con la cuallas particulas se mantienen juntas. EI
conocimiento de esta presion permitini caJcular el efecto total de Ja presion del fluido sobre
un cuerpo sumergido, afiadiendo al valor de Po el efecto debido a PH, el eual puede
determinarse a partir del principio de hidrostatica.

La presion hidrodinamiea es mayor cuando la veloeidad es baja y sus valores mayores
ocurren en los puntos donde la velocidad es cero.

1.2 ECUACION DE CONTINUIDAD

Las componentes de la velocidad y de la densidad de un fluido en un punto, estan
relacionadas con los requerimientos de que el fluido debe ser continuo, en el espacio y en
el tiempo. Las relaciones se mantienen para fluidos viscosos y no viscosos.

Consideremos un paralelepipedo elemental de dimensiones, ox, oy, oz a traves del cual un
fluido esta fluyendo.

Teorema de Bernoulli: Para un Iiquido no viscoso en regimen permanente la cantidad pIp + K
tiene el mismo valor para cada punto de una misma linea de corriente; donde p y p son la presion y
densidad, y K es la energia por unidad de masa del fluido.

10



Fluidos Ideales Capitulo I

z

ax ax
2

w
...: ..' . . ....... ..... '" ..... ";~

>..... !.. 'y--
::.: .

~) ~ JoYOl : ~............... i )

J:~:~Jx.,y.,z.)r. ..<". J (pu + a~)~ Jay&
.,.......... 8x..........

o

x

Fig. 1.6. - Ecuacion de Continuidad. Masajluyendo en la direccion x a traves de
las caras de un paralelepipedo enjlujo tridimensional. (Applied Hydrodynamics,
1967).

Si el centro del elemento es el punto (x, y, z) y las componentes de velocidad en un
tiempo t, en ese punto son respectivamente u, v, W, entonces, la razon de flujo de masa que
pasa por el centro a traves del elemento en la direccion x es :

( Masa por unidad de volumen ) x velocidad x area = p u 8y 8z

La razon de flujo de masa que entra a traves de la cara mas cercana al origen a una
distancia Y2 8x, es :

[
pu _ a(pu) ~8x]8y&

ax 2

y la razon de flujo que sale a traves de la cara mas lejana al origen a una distancia Y2 8x es:

La ganancia neta en masa por unidad de tiempo dentro del elemento, en estas dos caras es:

_ a(pu) 8x8y&
ox

11



Fluidos Ideales Capitulo I

En forma similar, las ganancias en masa por unidad de tiempo en los otros dos pares de
caras son:

y _ a(pw) &b)!&
az

La ganancia total en masa por unidad de tiempo en todas las caras es :

_ [a(pu) + a(pv) + a(pw)]&bY& = ap &bY&
ax ay az at

la cual es igual a la raz6n instantanea de variaci6n de la masa dentro del paralelepipedo 0

raz6n de incremento en masa con el tiempo.

por tanto:

a
- - (p8X(~)i&)

at
y

ap + a(pu) + a(pv) + a(pw) = 0
at ax ay az

es la ECUACION DE CONTINUIDAD.

(103)

Esta ecuaci6n es aplicable a todos los puntos del fluido, excepto en singularidades
aisladas. Para fluidos incompresibles, con p constante, la ecuaci6n de continuidad se
reduce a :

au Ov aw
-+-+-=0ax ay az ( 1.4)

Si la componente de velocidad es constante en una direcci6n, par ejemplo en la direcci6n
z, los terminos correspondientes desaparecen de la Ecuaci6n de Continuidad y esta se
reduce a la forma bidimensional

( 1.5 )

AI considerar el caso unidimensional se obtiene la forma mas simple de la ecuaci6n de
continuidad.

12
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En la figura que sigue, el volumen en forma de tubo esta 10caJizado en un tlujo que fluye
solo axialmente.

Lineas de
Corriente
Instal/taneas

a as
pAV +. (pAV)·as 2

.........

85

.... ~." .

.. ~~••• PAV
...............•.......... . .

~// ./../

~~ ........... .
.........;.~~

Tubo de
Corriente

Fig. 17. - Ecuacion de Continuidad. Flujo de maw a traves de las
caras de un lubo de corrienle. (Applied Hydrodynamics, 1967).

Si el area seccional y la velocidad media del tlujo a 10 largo de su longitud son A y V
respectivamente y son funciones de la distancia, S, a 10 largo del eje del tubo, una
aproximacion similar a la adoptada anteriormente seria :

o(p A) + a(p A V) =0
al os

Para f1.uido incomprensible con p constante y A funcion de S y t como en un tlujo inestable
en canal abierto :

oA + o(AV) =0
ot os

Y para flujo constante.

~=o
ot

par tanto:

d(AV) =0

ds
A V = constante ( 1.6)
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1.3 CONDICIONES DE CONTORNO

Capitulo I

Los datos necesarios para eJ anal isis de un problema de flujo deben incluir suficiente
infonnaci6n concerniente a sus \imites, incluyendo cualquier localizaci6n arbitraria del
fluido dentro 0 fuera del contorno. EI ana/isis consiste en la aplicaci6n de los principios de
mecanica de fluidos para predecir el comportamiento del fluido bajo esas condiciones de
contomo.

Las condiciones de borde deben incluir, su naturaleza, esto es, si es s6lido, fluido 0

superficie Jibre; fonna geometrica, distribuci6n de presion 0 la distribuci6n de velocidad a
10 largo 0 a traves. .

Un flujo ideal a 10 largo de un contomo s6lido se asume pennanece en contacto con el
sin penetrarlo, de tal forma que una particula del tluido sobre dicho contomo puede no
tener componente de velocidad nonnal al mismo. Si el contomo se esta moviendo, la
velocidad nonnal al contorno de una particula en un punto de el debe ser igual a la
velocidad del contorno en ese punto.

Si I, m, n representan los cosenos directrices de la nonnal a la superficie en un punto 0

sea, los cosenos de los angulos entre las componentes de velocidad u, v, w de las particulas
y la nonnal dibujada sobre el fluido, las componentes u, v, w a 10 largo de la nonnal seran
lu, mv, ow respectivamente, y la velocidad de la particula a 10 largo de la nonnal a la
superficie, sera igual ala suma aritmetica de estas componentes.

z

y

n

Normal ala superficie

x
u

Superficie de Contomo.

Fig. 1.8. - Relaciones de Velocidad en un contorno solido.
(Vallentine, HR. 1967).
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Si la velocidad normal del contorno en uno de sus puntos es igual aVo entonces :

lu + mv + nw = Yn

y si el contorno es estacionario :

lu + mv + nw = 0

(1.7 a)

(1.7 b)

Es evidente que una particula fluida sobre un contomo estacionario 0 en movimiento
permaneceni en contacto con el, y sus movimientos senin tangenciales al contorno. Sin
embargo existinin puntos aislados 0 Iineas de discontinuidad donde las particulas fluidas
dejan el contorno.

Si la ecuaci6n de la sllperficie de un contorno es :

F ( x, y, z, t ) = 0

las coordenadas de cualquier particula del fluido sobre eJ contorno satisfarilO esta
ecuaci6n.

Supongamos que en un instante 8t una particula se mueve a 10 largo del contorno en
una pequefia distancia Ox, oy, Oz. Esta nueva posici6n debe satisfacer la ecuaci6n de la
superficie de contorno y el cambio de of debe ser igual a cero.

o.F o.F o.F o.F
8.F =--8.x +--8.y+-8.z+--8./ = 0

o.x o.y o.z 0./

8.F o.F 8.x o.F 8.y o.F 8.2 iJ.F
-- = ----+----+----+-- = 0
8.1 O.X 8./ o.y 8.1 o.z 8.t 0./

Si ot ~ 0 , tendremos :

d.F o.F o.F o.F o.F-- = u--+v--+w--+--= 0
d.l o.x o.y o.z 0./ (1.7 c)

donde u, v, w son las componentes de velocidad de las particulas.

Esta ecuaci6n debe satisfacer a todos los puntos llbicados sobre una superficie de
contorno, excepto a los puntos de discontinuidad, en la configuraci6n de un flujo.

Ademas de las condiciones cinematicas para los contornos s6lidos, existen otras
condiciones fisicas de contorno que deben ser conocidas. Los fluidos no viscosos y
estacionarios ejercen fuerzas de presi6n normales a los elementos del contomo s6lido,

15
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mientras que las fuerzas ejercidas por fluidos viscosos en movimiento tienen componentes
tangenciales (corte) y normales.

Cuando dos fluidos diferentes entran en contacto, la presi6n debe ser la misma en cada
fluido en un punto sobre fa superficie de contacto, °sea, la presi6n no puede incrementarse
repentinamente a 10 largo de una linea que pasa a traves de la superficie.

Para el caso de movimiento de un cuerpo bajo la acci6n de fuerzas finitas a traves de un
fluido que se extiende hacia el infinito, una condici6n esencial que debe cumplirse para la
velocidad del fluido en el infinito, es que no debe sufrir cambios por acci6n del
movimiento del cuerpo.

Ejemplo:

El perfil parab6lico: y = k X
l12 se mueve en la direcci6n x negativa con una velocidad U a

traves de un fluido inicialmente estacionario. Si u, v son las componentes instantaneas de
velocidad de una particula del tluido sabre el contomo, demostrar que:

v e
u-U 2y

Solucion:

La ecuaci6n de movimiento del perfil es :

y = k ( x - Ut) 112 6

l = k2
( X - Ut ) 6

F = l- k2
( X - Ut ) = 0

can el valor t medido desde el instante en que el perfil es tangencial al eje y, siendo U
negativa.

Debido a que dF / dt = 0 para todas las particu las del perfi I :

dF IJ.F IJ.F IJ.F 2 2
-= u--+v--+--= -uk +2vy+Uk = 0
dt IJ.x IJ.y IJ.t

2vy = ( u - U ) k2

u-U 2y

16
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Si consideramos que los ejes coordenados se mueven con el perfil, U viene a ser igual a
cero, entonces el perfil es tangencial al eje y, y para las particulas del fluido en contacto
con el, la ecuacion anterior quedaria :

u 2y

esto significa que la pendiente v/u del vector velocidad, es igual a la pendiente del perfil, 0

sea:

1.4 LINEAS DE CORRIENTE

El anal isis de una condicion particular de tlujo para la determinacion de presIOn y
velocidades involucra la determinacion del patron de tlujo a trayectoria del tlujo. El tlujo
puede ser bidimensional, en este caso, sus caracteristicas de velocidad y presion varian
solo en dos direcciones, digamos x y y. No existe variaci6n del tlujo en la direccion z, de
tal forma que las trayectorias del tlujo sobre todos los planas, en un fluido normal al eje z,
son las mismas.

En tlujo tridimensional, el tlujo caracteristico varia en las direcciones x, y i z. Una clase
especial del tlujo tridimensional es el tlujo simetrico axial 0 axisimetrico, que se muestra a
continuacion, en el eual la trayectoria del tlujo en todos los pianos conteniendo a los ejes
es la misma.

(a) (b)

Fig J.9 - Ejemplo de flujo tridimensional asimetrico

(Milne-Thomson./968).
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A la linea tangente en todos los puntas de los vectores velocidad en un instante dado,
se la conoce como linea de corriente. Par ejemplo, en la trayectoria bidimensional de la
siguiente figura, la linea que pasa por eJ punta P( x,y ) es tangencial al vector velocidad V
en el punta P. Si u Y v son las componentes de V en los sentidos x i y respectivamente
tenemos:

y

o

Fig. 1.10. - Definicion de lineas de corrienle

x

v dy
-=lagB =
u dx

dx dy

( 1.8 a )

u v ( 1.8 b )

u dy - v dx = 0 ( 1.8 c )

Para £lujo tridimensional, la relaci6n correspondiente es :

dx dy dz

u v w ( 1.8 d )

Es evidente que no existe flujo a traves de una linea de eorriente. Una superficie a
traves de la eual no puede existir £lujo, en £lujo tridimensional, es una superficie de
corriente, y una superficie de corriente en fonna de tubo es un tuba de corriente.

18
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1.5 TRAYECTORIAS DE FLUJO BIDIMENSIONAL

Capitulo I

Para representar la configuraci6n de un flujo hay que determinar en forma analitica,
grafica 0 experimental un numero arbitrario de lineas de corriente. Esta selecci6n se hace
de tal fonna que las Iineas de corriente dividan al flujo en un numero de canales con igual
raz6n de flujo. Si la raz6n del flujo total es igual a Q por unidad de profundidad normal al
plano de las lineas de corriente, y el numero de canales es n, el flujo a traves de cada canal
sera igual a :

Q
q=

n

La velocidad media V en cualquier canal de ancho iguaJ a b sera igual a :
q

V=-
b

y por 10 tanto, la velocidad en cualquier punto de la configuraci6n del flujo es
inversamente proporcional al espaciamiento entre lineas de corriente en este punto.

En la Fig. I. J J que sigue, tenemos un flujo bidimensional entrando a un conducto. EI
flujo esta representado por cuatro lineas de corriente, dos de las cuales coinciden can el
contorno s6lido del conducto y, el flujo total esta dividido en tres canales.

Distribuci6n de
Velocidad a )0 largo
de AB

+1.2

1-0 V
0-6

Vo0-2

!!
bo

bo
Vo

bor. n
0-2 V0-6

Distribuci6n e Vo
Velocidad a 10 largo
de CD

Fig. 1.11 - Flujo bidimensional en la entrada de un conducto. La distribucion de
velocidad esla determinada por el espaciamiento relativo de las lineas de corriente.
(Val/entine, HR. 1967)

19



Fluidos Ideales Capitulo I

Si consideramos que la seccion mostrada es la region de flujo unifonne dentro del
conducto, donde la velocidad es Vo y eJ ancho del canal es bo, entonces para cualquier
punto P tendremos :

bo
V =v
lOb

I

Midiendo los espaciamientos, de las Ifneas de corriente, nonnales a la direccion del
tlujo se puede establecer la distribucion de velocidad dentro del flujo, y debido a que esta
velocidad es igual al valor promedio para el ancho del canal, un aumento en el numero de
lineas de corriente hanl que se incremente la presion en Ja estimaci6n de la velocidad en un
punto.

Vamos a enunciar algunas de las caracteristicas de las configuraciones de flujo
bidimensional que deben ser tomadas en consideracion :

(1) Debido a que la Iinea de corriente es tangencial al vector velocidad en todos sus
puntos, no tiene componente finita de velocidad nonnal con respecto a ese vector, esto
significa que no puede existir flujo a traves de una linea de corriente.

(2) Los espaciamientos entre !ineas de corriente varian inversamente con la velocidad,
o sea, espaciamientos mas estrechos indican velocidades relativamente mas altas. Si las
Iineas de corriente convergen en la direccion del flujo, esto significa un incremento en
velocidad con respecto a la distancia, 0 sea, existe una aceleracion convectiva.

(3) Las Ifneas de corriente no se cruzan, solo se intersectan en los puntas con
velocidad teorica infinita y en puntos aislados de velocidad cero ( puntos de estagnaci6n ).

(4) El punto de flujo donde la direccion de la linea de corriente de contomo cambia
abruptamente, sera un punta de estagnacion si el angulo medido dentro del flujo es menor
que 180°, y sera un punta de velocidad teorica infinita si el angulo es mayor que 180°. En
la Fig. 1.12, B es un punto de estagnacion y C es un punta en el cual, la velocidad es
teoricamente infinita.
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VCD

v() D

1.5

v"

v 1.5

V()0.5 -+--------.----.......

9>180
. - -.- .. - -. - ._ .. -. - .. - ._. _. _.. _ .. _.. -

1.0

v

Flujo
irrotacional

tlujo

Flujo

turbulento : ~ -------+----+-------+-

--+--t.....-+---+---+----~-----~n del

~~ desde el borde

Fig. 1.12 - Efectos sobre la velocidad por cambios abruptos en la alineacion de los
contornos. (Vallentine, H.R. 1967).

(5) En tlujo permanente, la configuracion de las lineas de corriente no cambian con el
tiempo. En tlujo inestable con superficie libre 0 con movimientos de contomo intemos 0

externos, la trayectoria del tlujo referida al origen estacionario cambia con el tiempo. En
el caso de inestabilidades resultantes de una variacion con el tiempo de la razon total de
tlujo entre contornos fijos y solidos, la configuracion general de la trayectoria no cambia,
pero si cambia la razon de tlujo en cada canal y la velocidad en cada punto.

(6) En cuerpos solidos, los contornos estacionarios son lIneas de corriente con la
condicion de que no ocurra separacion de tlujo en los contornos. En tlujo permanente, los
perfiles de superficie libre con variaciones graduales de tlujo en canales abiertos son lIneas
de corriente, sin embargo, en trayectorias de flujo no permanente, tales como la trayectoria
instantanea presentada a un observador estacionario del movimiento de un objeto
sumergido a traves de un fluido (Fig I.) 3a ), 0 por el paso de una ola de superficie ( Fig.
1.13b ), el contorno en 1l10vimiento de un solido 0 de una superficie libre, no es una linea
de corriente.

(7) Ciertos casos de trayectoria de tlujo variable, resultantes del movimiento de un
solido 0 superficie libre a velocidad constante relativa, pueden ser transformadas en
trayectorias de flujo pcrmanente por superposicion de una trayectoria de velocidad
constante en la direcci6n opuesta a la del movimiento del contorno. En efecto, el contomo
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es Ilevado a la condici6n de reposo con relaci6n al observador por el movimiento del
observador con la velocidad del contomo. Este procedimiento da lugar a una trayectoria
de lineas de corriente completamente a Iteradas, y por el iminaci6n de los efectos de Jas
aceleraciones locales, el estudio de los movimientos de tluidos de las Fig. 1.13 Y 1.14 se
simplifican.

------~------~----.....~
---~---------- ...

~-===----------+~
---------------------.~

---------------...~
(a) (b)

Fig 1.13. - Movimiento de un cuerpo a traves de un jluido.
(a) Patron inestable como si fuera grabado por una camara estacionaria con un
tiempo pequeno de exposicion.
(b) Patron estable como sifuera grabado par una camara que se mueve con el
cuerpo. (Lamb, H 1945)

(8) La distinci6n entre lineas de corriente, lineas de trayectoria y lineas de movimiento
o emisi6n es importante. Una linea de trayectoria es el camino seguido por una particula
fluida. Una linea de emisi6n es la que une las diferentes posiciones instantaneas de una
sucesion de particulas emitidas desde una fuente a que pasan par un punta, y su forma
varia con el tiempo, en flujo variable. En flujo permanente, las \ineas de trayectoria y
emisi6n coinciden. En tlujo variable, la Fig. l.lS, muestra vistas instantaneas de una linea
de emision constante en un haz de humo en un tiempo t" y a un intervalo corto mas tarde
en un tiempo t2. La acci6n de la variaci6n de un viento lateral esta representada par la
linea de corriente instantanea W I en t I Y W 2 en t2. Las particu las de humo se desplazan en
el sentido a - b, que son lineas de trayectoria. La distincion entre estos h~rminos es de
particular importancia en el uso del tiempo de exposicion de una fotografia para la
determinacion de las trayectorias del tlujo en laboratorio.
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Velocidad de Ola ••

Capitulo I

(a)

~-"'_ "--', cr~--,
~',............ '.. ' \--------:~-----~-~------:~-----~----L -----~------

I ~'/ I_J ~ _. . - --L 'I / ....Jr- --------+----.
~--- \ I -- \ I'" - \ ,--

.. ', ... , ' -~ ~ '~--, ~

~--- --'~~- --:~------ --' ---------- .

r--' ". -----_-.........~--~.......__......-------- -----------~
~ - - -------- --....----------

(b)

Fig J. J4. - Lineas de carriente de alas de superficie.
(a) Pa/rein inestable. (b) Patron estable. (Lamb, H 1945).

Lineas de
Trayectoria
en instante t l

Lineas de
Trayectoria
en instante

B

I

Fig. 1.15. - Lineas de corrienle, de trayectoria y de emision 0 movimiento.

(Vallentine, HR. 1967).
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1.6 FLUJO ROTACIONAL E IRROTACIONAL

Capitulo I

Una partfcula de fluido que sigue una trayectoria recta 0 curva puede sufrir distorsion 0

rotacion 0 ambas a la vez (Fig. 1.16). Si en una region fluida, ninguna de las particulas
de un fluido sufre rataci6n se dice que existe irrotacionalidad en esa region.

(a) (b)

Fig 1.16. - Ffujo a traves de un conducto curvifineo. (a) Distorsi6n sin
Rotacion. (b) Rotacion sin Distorsion Apreciabfe. (Valfentine, H.R. 1967).

Debido a que la rotacionalidad e irrotacionalidad de un tlujo ideal tienen su
contrapartida apraximada en el comportamiento de un fluido real, y debido a que las
caracteristicas de las formas son distintas, es necesario considerar la distincion que existe
desde el punto de vista matematico.

Se dice que una particula tiene rotaci6n cera en un plano, si la cantidad de velocidad
angular de dos elementos lineales mutuamente perpendiculares de una particula, es igual a
cera. Por ejemplo, si una linea rata en sentido contrario a las agujas del reloj, a una razon
igual que la rotaci6n de otra linea en el sentido de las agujas del reloj, fa particula sufrira
una distorsi6n pero no rota.

En la Fig. 1.17 se presenta un elemento rectangular de un flujo bidimensional; las
\ineas punteadas indican el desplazamiento del elemento can relaci6n al punta A en un
periodo Bt..
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au
--8y8t

Oy
---

ov
-8 x8tox

Ov
v+-8xox

au
u+-8y

Oy

882

v
88\ ---

\
\

\

\

\

\

\

\

\
\----L__ .......,,""---..-...l-- ....l-_~ ......

8y

11+---4u _8x------t{
Fig. 1.17. - Definicion de Rotacion

La velocidad angular de AB con respecto al eje Z es :

o.v
8 B -8.x8.t

, . ··1 ,. -"'-o...:..:.x'-=-----__
Im--

J
::- = 1m s:- s:-
u./ u.xu.t

o.v
o.x ; lim ot~O

y con respecto a AD es :

o.u
8 B -a-8 .y8 ./

lim-·_·_2 = lim .y =
8./ 8.y8./

o.u
o.y ; lim ot~O

EI promedio de las veJocidades angulares de estos dos elementos de linea es
conocido como rotaci6n, y es iguaJ a :

w=!-[o.V _o.u)
2 o.x o.y
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Cuando w :;:. 0 en un punto 0 regi6n, el flujo es rotacionaJ y tiene vorticidad, l;, la cual
es numericamente igual a 2w, y esta presente enese mismo punto 0 region.

c; = a.v _a.u
a.x a.y

La condici6n para que un flujo bidimensional sea irrotacional es que la rotacion y la
vorticidad sea igual acero, 0 sea:

o.v o.u
-----
o.x o.y

En caso de un tlujo tridimensional, 1a rotacion existira con respecto a cada uno de los
tres ejes los mismos que son paralelos a los ejes x , y ,z respectivamente, y por tanto
habran tres componentes posibles de rotacion, wx , wy ,wz y tres componentes
correspondientes de vorticidad ~,11, (

w = ~(a.u _a.w) =~1]
y 2 a.z a.x 2

w =~(a.v - a,uJ=~C;
z 2 a.x a.y 2

y la condici6n de irrotacionalidad sera:

o.w o.v
-----
o.y o.z en sen/ida x

o.u o.w
-----
o.z o.x en sen/ida y

o.v o.u-----
o.x o.y en sentida z
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Puede darse el caso de que existan puntos 0 lineas aisladas dentro del flujo irrotacional
donde las condiciones anteriores no son satisfechas, tales puntos 0 Iineas se conocen como
"singularidades" y se caracterizan por tener velocidad cera 0 teoricamente infinita.

Ejemplo:

Demuestre que el siguiente campo de velocidad, es un caso posible de flujo irrotacional de
un fluido incompresible.

u = yz I

v = z x I

w =xyl

Solucion:

Las ecuaciones anteriores satisfacen la ecuacion de la continuidad.

8.u 8.v 8.w
-=-=-=0
8.x 8.y 8.z

8.u 8.v 8.w
-+--+--=0

tal que 8.x 8.y 8.z
y por 10 tanto el campo constituye un posible caso de flujo.

Las componentes de rotacion son:

w = ~(a.w - a.vJ = ~(X.I - x./) = 0
x 2 a.y a.z 2

w = !(a.u _ a,wJ = ~(y.1 - y./) =0
y 2 a.z a.x 2

w = ~(a.v _ a.uJ =~(Z.I - z./) = 0
2 2 a.x a.y 2

y tambien sera cero la vorticidad. Por 10 tanto el campo representa un flujo irrotacional.
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1.7 FUNCIONES DE CORRIENTE

Capitulo I

Es conveniente contar con algun medio para describir e identificar en forma concisa la
configuracion particular de un flujo determinado. Una adecuada descripcion del flujo
servini para tener nociou de la forma de sus Iimites, de la forma de las !ineas de corriente,
y la escala 0 magnitud del flujo 0 de las componentes de velocidad en uno 0 mas puntos
representativos. Asi por ejemplo, se podrian tomar algunas \ineas para obtener una
descripcion de la configuraci6n de un flujo elemental a 10 largo de una esquina, como el
mostrado en la figura que sigue :

y

7

6

5

4

3 \lf4=20

2 \If)=15
\If2=10

\If 1=5
x

0 2 3 4 5 6 7 \lfo=O

Fig. 1.18 - F/ujo irrotaciona/ en una esquina de 90°

La herramienta matemMica que sirve para los prop6sitos de definir la configuraci6n y
caracteristicas de un flujo en forma exacta, completa y concisa, se conoce como
FUNCION DE CORRJENTE. Para cada configuracion de flujo se puede encontrar una
funci6n de corriente que la defina, asi, para flujo permanente bidimensional en el plano x
y, la funci6n de corriente (\jJ) es una funci6n de las variables x, y; \If = f (x,y) y tiene las
siguientes propiedades :

(I) Cuando Ja funcian particular de un flujo es iguaJada a una constante se obtiene la
ecuaci6n general para las !ineas de corriente de esa configuraci6n, por tanto, cada
constante define una linea de corriente.

(2) Cuando una funcion de corriente es diferenciada con respecto a y i a x , en ese
orden, las ecuaciones para las componentes de velocidad u y v son obtenidas.
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(3) En un modeJo de flujo, la razan del volumen de flujo de izquierda a derecha entre
dos Iineas de corriente y = Cl y Y= C2 es d y = d Q = C2 - Cl .

(4) EI efecto de combinar diferentes modelos de tlujo puede ser f::lcilmente
determinado. La funcian de corriente del modelo resultante es simplemente la suma de las
funciones de corriente de los modelos componentes. Como un ejemplo, las caracteristicas
de la funcian de corriente para flujo: estable, bidimensional, irrotacional a un angulo de
90° puede ser establecido tal como se muestra en la Fig. 1.18.

Para este modelo la funci6n de corriente es :

'fI=axy

y la ecuaci6n general para las Iineas de corriente es \}I = Constante, esto es, las Iineas de
corriente tienen forma de una hiperboJa rectangular.

axy = C

EI coeficiente a determina la escala 0 magnitud del tlujo y diferentes valores de C definen
diferentes Iineas de corriente.

Ademas, las componentes de velocidad, U y v en un punto (x,y) estan dadas por las
siguientes derivadas parciales :

0.1jf
u = --=+ax

o.y

0.1jf
v=---=-ayo.x

Ejemplo:

Si a es igual a la unidad, la velocidad total y sus componentes en el punto P(3,4) de la
figura anterior seran :

u=+x=3

v=-y=-4
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e= tg-l (v / u) = tg-l (-4/3) = - 530 6'

La razon de flujo entre dos Iineas de corriente, digamos :

1.f12 = xy = 10

1.f13 = xy = 15
es igual a:

Capitulo I

t5Q = tSl.fI = 1.f13 - 1.f12
= 15 - 10 = 5 pies3 / seg. por pie de profundidad normal al plano de

flujo.

Las caracteristicas anteriores pueden establecerse definiendo una funcion de corriente
que posea alguna de las caracteristicas y posteriormente demostrando que posee las demas.
Una funcion de corriente debeni tener la propiedad de poder ser diferenciada para obtener
las componentes de la velocidad, por tanto, tendra que ser definida como una funcion de x
i y , y de t para el caso de flujo variable, de tal fonna que cuando se diferencie con respecto
a y se obtenga u, y cuando se diferencie con respecto a x se obtenga -v.

Entonces por definicion, para todas las funciones de corriente, tendremos :

O.1.fI
u=--

o.y
O.1.fI

v=---o.x
Si los valores de u y v son sustituidos en la ecuacion :

udy-vdx=O

tendremos a 10 largo de la linea de corriente :

O.1.fI o.1.fI
--dy+--dx = 0
o.y o.x

y la diferencial total sera:

d a.1.fI dx a.1.fI d 0If/=u- +-y=
a.x a.y

de donde se deduce que:

\l1 = Constante a 10 largo de la linea de corriente.
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En otras palabras, la ecuaci6n general para las lineas de corriente en una configuraci6n
de un flujo, se obtiene igualando la ecuaci6n de la funci6n de corriente a una constante.
Diferentes constantes definiran diferentes Iineas de corriente. Esta es la primera de las
consecuencias de la definici6n de \jJ.

y y

\j!=6

oQ
\j!1

Q=6
~

\jJ=O

0 x 0 x

(a) (a)

Fig. 1.19. - Significado jisico de una linea de corriente en flujo bidimensional.

El significado fisico de \jJ se deriva de la consideraci6n de la diferencia en los valores
de \jJ para dos Iineas de corriente \jJ1 Y \jJ2 , (Fig. 1.19 a), 0 sea:

d If/ = If/2 - If//

Si la razon de flujo volumetrico de izquierda a derecha, a traves de cualquier linea continua
de longitud 01 uniendo ados lineas de corriente, es igual a oQ.

8Q = (uSen¢ - vCos¢)Ii.!

8Q=u8y-v8x

8Q = a.lf/ 8.y + a.1f! 8.x
a.y a.x
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Por tanto, de acuerdo con la ultima expresion, la razon de flujo entre un par de Iineas
de corriente en un flujo bidimensional es numericamente igual a la diferencia en los
val ores de \II. Si la Ifnea de corriente pasa por el origen \jFO, entonces, el flujo de
izquierda a derecha, entre cualquier otras lineas de corriente y el origen, sera igual aJ valor
de \II para esa linea de corriente, como se muestra en la Fig. 1.19 b, anterior. Este
significado fisico es la segunda consecuencia del metodo para definir \II. Las
caracteristicas de \II demostradas anteriormente se aplican a los flujos rotacional e
irrotacional.

Para flujo irrotacional tenemos que:

a.v _a.u =0
a.x G.y

a'1/ a.'I/
y sustituyendo - - por v, y --por u, tendremos :

a.x G.y

La ecuacion que tiene la forma:

es una ecuaci6n bidimensional en coordenadas cartesianas y se 1a conoce como la ecuacion
de LAPLACE. Esta ecuaci6n para un sistema tridimensional sera :

F -+ Superficie de contorno

Y la forma general en notacion vectorial sera :

La Ecuacion de Laplace esta presente en otros campos de las ciencias fisicas, como por
ejemplo en electrostatica , as! como en hidrodinamica.
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Es evidente que solo ciertas funciones de x, y, satisfacen a ( Ec. 1.9). EI razonamiento
anterior indica que \jI satisface todas las configuraciones de flujos irrotacionales
bidimensionales, 0 sea, son soluciones de Laplace. Debido a que existe una infinita
variedad de posibles condiciones de contomo y por tanto de flujos irrotacionales, existe
tam bien un infinito numero de funciones que tienen caracteristicas comunes de ser
soluciones de Laplace. Los valores de \jI varian de un punto a otro en un flujo y la
ecuacion de Laplace regula las limitaciones de como pueden variar las fonnas.

Ejemplo:

Detennine la funcion de corriente para un flujo paralelo con velocidad V, inclinado un
angulo a con respecto al eje x.

y

P~""'---"
u

o x

Fig. 1.20. - F1ujo para/e/o inc/inado a un
cmgulo a con respecto a/ eje x.

Soluci6n:

I. Por definicion:
a/II
-=U =Vcosa

c3y

IfF Vy cos a + Ji (x)

tambien tenemos que:
alj/
- = -v = -Vsena
ay

33



Fluidos Ideales

tambien tenemos que:

entonces:

8'1/- = -v = -Vsena
ay

IF- Vx sen a +Ji (y)

IF Vy cos a - Vx sen a + A

donde A = constante

Capitulo I

Si el valor de \j.I para la linea de corriente pasa por el origen es cero, entonces: A = 0 y
tenemos la ecuaci6n de la funci6n de corriente:

'1/ = V (y cos a - x sen a) = uy - vx

La ecuaci6n de la linea de corriente es :

o sea:

V ( y cos a - x sen a) = C

y = x tag a + C / V cos a

La ultima ecuaci6n corresponde a la ecuaci6n de la linea recta en su forma estandar :

y=mx+b

2. Para el tlujo paralelo al eje x tenemos que:

a=O

y el flujo de izquierda a derecha entre el origen y cuaiquier linea de corriente \j.I( situada en
el punto y = Y. es igual a:
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1.8 FUNCIONES DE POTENCIAL DE VELOCIDAD

Capitulo I

La funci6n de corriente para un flujo bidimensional cuando se iguala a una secuencia
de constantes, generara las ecuaciones de las lineas de corriente de la trayectoria del flujo.

Existe una funci6n complementaria de similar naturaleza y aplicable soJo para flujo
irrotacional, es la Funci6n de Potencial de Velocidad,~, la cual tam bien es funci6n de (x,y)
y de t. Cuando se iguala la funci6n a cada uno de los miembros de una secuencia de
constantes se genera las ecuaciones de una familia de \ineas de potencial de velocidad,
cada una de Jas cuales cruza a las lineas de corriente a anguJos rectos, de esta forma las
lineas de corriente y las !ineas de potencial forman una mal1a cuyas intersecciones forman
un angulo recto.

La diferencia importante entre ~ y \jI radica en que las funciones ~ existen solamente para
tlujos irrotacionales.

La funci6n de potencial de velocidad es definida como una funci6n de (x,y) y de t taJ,
que cuando es diferenciada can respecto a la distancia en cualquier direcci6n particular se
obtiene la velocidad en esa direcci6n. Entonces para cualquier direcci6n s en la cual la
velocidad es V s , tendremos :

a.¢> = Vs
a.s

y el potencial de veJocidad ~ se incrementa en Ja direcci6n del tlujo. Para las direcciones x,
y tendremos:

a.¢
u=-a.x

(1.10)

a.IjJ
v=-

a.y

Podemos observar :

(1). Como consecuencia de esta definici6n, las lineas de , constante pueden ser
graficadas perpendiculares a las !ineas de valor \jI constante en todos los puntos, 0 sea que
las lineas, interceptan en angulo normal a las !ineas \jI. En un instante particular, +es una
funci6n solamente de ( x,y ), aun cuando sobre un intervalo de tiempo esta varie tambien
can t en un f1ujo variable.

En cualquier instante +es constante a 10 largo de la linea +.
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Sustituyendo en esta ecuaci6n los valores anteriores de (1.10) tenemos :

udx+vdy = 0

Capitulo I

dy
=

dx

u

v

4>1

Fig. 1.21. - Lineas de corriente y lineas equipotenciales. (Vallentine, HR. 1967).

En la ultima ecuaci6n se observa que la pendiente de la Ifnea ~ en cualquier punto es igual
al valor reciproco negativo de la pendiente ( v/u ) de fa Ifnea \jI en este punto, esto significa
que fa linea de valores 4> constantes intercepta a la linea de corriente en un punto forrnando
un lingulo recto.

(2). La segunda consecuencia de la definici6n de ~ resulta de sustituir los valores de u

y v en la ecuaci6n de la continuidad, a.u + a.v = 0 0 sea:a.x a.y ,

con 10 cuaf se demuestra que la funci6n ~, al igual que la funcion \jI para flujo irrotacional,
es soluci6n de la ecuaci6n de Laplace.

(3). Finalmente, sustituyendo los valores de u y v en la ecuacion de flujo irrotacional

tenemos:
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a2¢ a2¢
-----
axay axay

(1.11)

Capitulo I

10 cual significa que </> satisface las condiciones para tlujo irrotacional, 0 en otras palabras,
fa existencia del potencial de velocidad implica que eJ tlujo es irrotacional. Esto puede
demostrarse a la inversa, 0 sea, que la condicion de irrotacionalidad implica la existencia
de un potencial de velocidad. En otras paJabras las funciones de corriente no estan
restringidas at tlujo irrotacional.

(4). La interrelacion de </> y \jI, y de las componentes de velocidad u y v en un punto
(x,y) del sistema de coordenadas cartesianas pueden resumirse en las siguientes dos
ecuaciones :

a¢ a'll
U=-=-

ax ay
(1.12)

a¢ a'll
V=-=--

ay ax
Analicemos las ultimas ecuaciones :

Si v == 0

a¢ = 0
ay

: ¢solo depende de x

¢==f(x)

y

'lL--...J.L..L---------'--+----+x

Fig. 1.22. - Relaci6n entre funciones de corriente y velocidad en un flujo
bidimensional, en coordenadas polares. (Vallentine. HR. 1967).
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tambien :

de tal forma que:

Olj/ = 0
Ox

, 'II solo depende de y

U = d¢J = dlj/ =0
dx dy

Capitulo I

En muchos casos es mas conveniente trabajar con coordenadas polares ( r , e)en lugar de
las coordenadas ( x, y ).

En la (Fig. 1.22 ) se ve que para cualquier punta C ( r, 9 ) :

x = r cos e ; y = r sen 9; r = ~(x 2 + /

Si la funci6n de corriente tiene los valores:

() = tag-I y
x

\VA en

en

A ( r - ~ 8r , 9 - Y2 88 )

B ( r + ~ 8r , 9 + Y2 89 )

la diferencia en los valores de \V sera:

que corresponde a la raz6n de fiujo de izquierda a derecha a 10 largo de la linea AB, en
virtud de la definicion de \jI. Esta razon de flujo puede ser considerada como la razon total
de los dos flujos, correspondiendo el uno a la direccion radial con velocidad Vr y el otro a
la direccion tangencial 0 circunferencial en sentido de la agujas del reloj can velocidad -Va.

La razon del flujo radial es igual a :

( velocidad radial) x ( ancho DE) = Vr d ( r9 ) = Vr r d9

y la razon de flujo tangencial es igual a :

( velocidad tangencial ) x ( ancho FB ) =- Va dr
de dande:

d\V = u dy - v dx =0

38

d\V = Vr r d9 - vadr (1.13)



Fluidos Ideales

En cualquier instante \11 = f ( r, e ) entonces :

alj/ alj/
dlj/ =--d(re)+-dr

aCre) ar

1 alj/ alj/
= --rde+-dr (1 14)r ae ar .

Comparando las ecuaciones ( 1.13 ) y ( 1.14 ) tenemos que:

Capitulo I

lalj/
vr =

r ae (1.15)

Para la funci6n Potencial por definici6n de ~ tenemos que:

a¢ 1 a¢
VB =--=--

aCre) rae

Las ecuaciones en coordenadas polares correspondientes a la ecuaci6n ( 1.12 ) seran :

a¢ 1 alj/
V =-=--

r ar r ae

1 a¢ alj/
vB =--=--

rae ar

a¢ alj/
u=-=-

Ox ay
( 1.16)

a¢ alj/
V=-=--

ay Ox

La equivalencia de las coordenadas cartesianas y polares, incluyendo los signos pueden
verse para cualquier punto G sobre el eje x, y seran las siguientes :

dx = dr

dy = r de

u =v,

v = Va
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Ejemplo:

Capitulo I

Dada la funcian \jI = xy determinar la configuracian del tlujo. Demostrar que el tlujo es
irrotacional y determinar la funcian 4>.

Soluci6n:

La ecuacian de la linea de corriente es :

\jJ=C

o tambien: xy=C

Esta ecuacian representa una familia de hiperbolas rectangulares. Consideremos
solamente el primer cuadrante y la configuraci6n respectiva representani un tlujo en una
esquina a 90°. La configuracian del primero y segundo cuadrantes juntos representanin un
tlujo alrededor de una placa plana 0 una estagnaci6n del tlujo, segun muestra la (Fig. 1.23)

J;;!;
...

' ...:~" ,.' , . ,,~~.

. . ..... , '-,
....... ".. . , ... ',

, , .. ., .
". .

\ '. ,

. !

o
Fig.]. 23 - Flujo a traves de una plaea piano

Para que el flujo sea irrotacional debe cumplirse que:

x

w =H: ~:)= 0 y que
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tenemos que:

Capitulo I

por tanto:

alf a(xy)
u=-=--=x

Oy Oy
alf a(xy)

v=--=---=-y
ax ax

Si:

w = 1;2 ( 0 - 0 ) == 0 y el flujo es irrotacional

av au
---=0
ax ay

alf . alf
Sustituyendo, - - por v, y - por u tendremos :

ax Oy

por tanto, el flujo es irrotacional y existira la funei6n ~.

a¢ alf
-=u=-=x
ax ay

1 2... ¢ =- x + J; (y) (1.17)
2

Tambien:

a¢ alf
-=v=--=-y
ay ax

1 2
:.¢=--y +f2(X) (\.18)

2

entonees, la eeuaci6n de las Lineas de Potencial de velocidad sera igual a :

la eual satisfaee a (1.17) Y (1 .1 8).
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Las Iineas ~ = constante se plotean como una familia de hiperbolas rectangulares
ortogonales a las lineas \jI = constante.

Ejemplo:

- Demostrar que la funcion de corriente de un flujo irrotacional bidimensional.

representa la configuracion de un flujo perrnanente en la direccion x que atraviesa a un
cilindro de radio a, en una region fluida infinita con velocidad perrnanente U.

- Deterrninar la funcion potencial y encontrar la distribucion de velocidad sobre el
contomo del cilindro.

Soluci6n:

a) Configuracion.

Para la linea de corriente \jI = 0 e= 0 0 1t

es/o signijica que la linea de corrien/e coincide con el eje x.

Para r = a

significa, que la linea de corriente es un circulo de radio a con su centro en el origen. Fig.
1.24.
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b) Funci6n Potencial.

Capitulo I

~ se encuentra integrando las funciones de velocidad, determinadas a partir de las
funciones \jI.

8¢ 1 8l//
-=v =--
8r ' r 8e

v = .!..clU(r - a2
/ r] sene

, r 8e

8¢ = lU(l- a 2
/ r2 )]cose. 8r

¢ = U[(r - a 2
/ r)]cose + f., (e)

Tambien tenemos que:

1I(8¢) = v = _ 8l//Ir ae IJ ar

¢ =U[(r - a 2
/ r)]cose + 12 (r)
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x

Fig. 1.24. - Flujo irrotacional. (Marine Hydrodynamics, 1999).

Comparando los dos valores de ~ tenemos que la funcion potencial requerida es igual a :

¢ =U(r + a 2 / r) cos B+ C

c) Distribucion de Veiocidad.

; C, no afecta a la configuracion

del flujo

Las componentes de velocidad V n Va para cualquier punta en el flujo han sido
determinadas anteriormente. Para distancias muy lejanas con respecto al cilindro, la

a .
relacion - se aproxlma a cero y.

r
V r ~UcosB

ve ~ -UsenB

En los limites del cilindro, que tambien es una linea de corriente tenemos :

V r =0 r =a

... ve = -2UsenB

el signa negativo resu)ta de la convencion adoptada para 9,Ve.

Llamando y' ala velocidad en el contorno del cilindro tenemos :

V'=-ve para O<8<1t
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... Y' = 2Usene

Capitulo I

Y'min = 0 en e = 0 ,1t puntos de estagnacion

Y'max = 2U en e = Yz 1t

1.9 ECUACION DE EULER PARA FLUIDO NO VISCOSO

Segun Euler el movimiento de un fiuido puede ser tratado matematicamente utilizando
dos aproximaciones. La primera aproximacion, conocida como aproximacion de
Lagrange, tiene que ver con las posiciones, velocidades y aceleraciones de particulas
individuales, con coordenadas x, y, z, las cuales son funcion de la posicion inicial de la
particula y del tiempo. La segunda aproximacion 0 aproximacion de Euler, adoptado en el
presente texto, considera que los valores de x, y, z definen un punto general en el espacio y
no varian con el tiempo. En este metodo se asume que las velocidades y aceleraciones de
las particulas pasan por ese punto en lugar de que las variaciones de velocidades y
aceleraciones de las particulas sigan sus propias trayectorias.

Si u, v, w son las componentes de velocidad en las direcciones x, y, z del punto ( x, y,
z) en un tiempo t , entonces u, v, w, son funciones de la posicion ( x, y, z ) y del tiempo t.
Asi, para un valor particular de t, los valores de u, v, w definen el movimiento para todos
los puntos en el fiuido; y para un punto ( x, y, z ), los valores de u, v, w, son simples
funciones del tiempo y proveen una historia de las variaciones de velocidad en el punto
considerado. Excepto cuando se diga 10 contrario, se asume que u, v, w, son funciones
finitas y continuas de x, y, z, y sus derivadas en el espacio, au/ax, av/By, aw/& son
tambien finitas. Se tiene que tomar en cuenta las componentes de aceleracion en el punto y
entonces la segunda ley del movimiento de Newton incorporando estas componentes es
aplicada a la masa fiuida.

Una particula ubicada en el punta ( x, y, z ) en un instante t, se moveni en el tiempo at
una distancia:

ax = uat en la direccion x

By = vat en la direcci6n y

az = wat en la direcci6n z
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EI cambio, au, en la componente de velocidad u de la particula sera igual a la suma
total de los cambios conveccionales debido a las variaciones de posicion Ox, Oy, Oz, y al
cambio local debido al paso del tiempo at, en el punto ( x, y, z). Matematicamente
tendremos:

u = f;(x,y,z,t)

au au au au au
5u =-<5t +-ox+-~+-ox+-8z

at ax Oy ax az

.5u au auOx au~ au8z
.. -=-+--+--+--

& at ax & Oy & az <5t

Si hacemos que ot se aproxime acero, la aceleracion total en la direccion x sera:

du au au au au
-=-+u-+v-+w
dt at ax Oy az

en forma similar las aceleraciones totales en las direcciones y, z seran :

dv Ov Ov Ov av
-=-+u-+v-+w
dt at ax Oy az

dw Ow Ow Ow Ow
-=-+u-+v-+w-
dt at ax Oy az

En estas ecuaciones los terminos del primer miembro son conocidos como
aceleraciones locales debido a que se originan por cambios de velocidad con el tiempo en
el punto ( x, y, z ); los terminos del segundo miembro son conocidos como aceleraciones
conveccionales debido a que se originan por cambios de velocidad con el cambio de
posicion.
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z

· au 'i u+-&,
~Oy)

·8,,····<·······················

au
u+-Oxax

Capitulo I

V+oV

au au au
u+-&+-~+-t5zax ~ oz

(x+8x, y+oy, z+z)

y

x
Fig. 1,25. - Aceleraci6n. Componente conveccional del cambio en velocidad en
direcci6n x de una particula fluida que se mueve de PI a P2. Componente local

au 81. (Applied Hydrodynamics, 1967).
at

En regimen de flujo constante, en el cuallas velocidades y aceleraciones no varian con
el tiempo, la aceleracion local es igual acero, pero, las particulas fluidas tendnin
aceleraciones convectivas si el tlujo no es uniforme, como es el caso de tlujos en pasajes
convergentes. En flujo uniforme, en el cual las velocidades y aceleraciones no varian con
la posicion, la aceleracion convectiva es cero, pero, las particulas fluidas poseenin
aceleracion local si el tlujo no es permanente, como es el caso de un flujo con incremento
en la descarga.

Aplicando la segunda ley del movimiento de Newton en un campo tridimensional, se
obtienen las ecuaciones de Euler para el movimiento de un fluido no viscoso.

Sea p la presion y p la densidad en el punto P ( x, y, z) del elemento con dimensiones
ox, oy, OZ mostrado en la (Fig. 1.25). Sean X, Y, Z las componentes de la fuerza de
cuerpo por unidad de masa en la direcci6n x, y, z en un instante t. Debido a que la fuerza
por unidad de masa es dimensionalmente una aceleracion, y debido a que la unica fuerza
de cuerpo es la fuerza de peso del cuerpo, se pueden considerar a X, Y, Z como
componentes de la fuerza de gravedad g. E1 producto de la masa del elemento por su
aceleracion total en la direccion x, debeni ser igual a la suma de las componentes de la
fuerza actuando sobre el elemento en esa direcci6n, entonces :
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du ( ap axJ (ap ax)p&8y&-=p&8y&x+ p--- 8y&- p--- &&
dt ax 2 ax 2

:. du = au + u au + v au + w au = x _~ ap
dt at ax Oy az p ax

yen forma similar:

dv Ov Ov Ov Ov 1 ap
-=-+u-+v-+w- = Y--
dt at ax Oy az p Oy

dw Ow Ow Ow Ow 1 ap
-=-+u-+v-+w-=Z--
dt at ax Oy az p az

Capitulo J

que son las ECUACIONES DE EULER para el movimiento de fluidos no viscosos.

z

o

( ap ax)p--- 8ylizax 2

Direcci6n de
movimiento

~ -------r- p8x8y8iX

(
ap Ox)p+-- (jy&ax 2

8W=p8x8y8zg

Fig. 1.26. - Ecuaci6n de mOVlmIento. Fuerza actuante en la
direcci6n x sobre un elemento fluido tridimensional en un flujo no
viscoso. (Applied Hydrodynamics, 1967).
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Cada termino de las ecuaciones anteriores tienen las dimensiones de fuerza por unidad
de masa, 0 aceleraci6n, y la aceleraci6n total en una direcci6n dada es igual a la suma de la
componente gravitacionaJ y de la componente debido a la existencia del gradiente de
presion en esa direcci6n.

Integrando estas ecuaciones entre dos puntos ( xl , yl , zl ) y ( x2 , y2 , z2 ) obtendremos
los terminos ( fuerza por unidad de masa ) x ( distancia ) que representan cambios de
energia, que podria ser causada por el movimiento de masas de fluido unitarias desde un
punto a otro. Este resultado de la integraci6n sera valido siempre que el flujo sea
irrotacional, y las ecuaciones resultantes constituyan 10 que se conoce como ecuacion de
Bernoulli.

1.10 ECUACION DE BERNOULLI

En las ecuaciones de Euler las componentes X, Y, Z de la fuerza de gravedad pueden
expresarse en terminos de una "fuerza potencial de gravedad '. Este artificio matematico
es analogo a la velocidad potencial y es funci6n de x, y, z de tal forma que cuando se
diferencia con respecto a la distancia en cuaJquier direcci6n, se obtiene una componente
negativa de la fuerza de gravedad por unidad de masa en esa direcci6n.

Si la direcci6n vertical hacia arriba, 0 sea, en direcci6n opuesta a la gravedad, es
representada por el eje h, entonces la energia potencial 0 fuerza potencial, can respecto a
algun nivel seleccionado, por unidad de masa a una altura h sobre el datum es igual a :

O=+gh

La fuerza por unidad de masa en la direcci6n h positiva es igual a la derivada negativa con
respecto a h de la fuerza potencial.

8Q
-=-g
8h

En forma similar las fuerzas por unidad de masa X, Y, Z en las direcciones x, y, z son
iguales a :

tambien:

X=_8Q.
8x'

u = _ 8¢.
8x'

y = _ 8Q.
ay'

v = _ 8¢.
ay'

z=- 8Q
8z

8¢
w=--

8z
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Sustituyendo estas relaciones y las ecuaciones

Capitulo I

Ow Ov
=

Oy az'

en la Ecuacion de Euler obtenemos :

au Ow
=az ax'

Ov au
=ax Oy

a2¢ au Ov Ow an 1 ap
--+u-+v-+w-=-----
axat ax ax ax ax p ax

a2¢ au Ov Ow an 1 ap
--+u-+v-+w-=-----
Oyat Oy Oy Oy Oy p Oy

a2¢ au Ov Ow an 1 ap
--+u-+v-+w-=-----
azat az az az az p az

Si consideramos p constante, e integramos can respecto a x, y, Z, obtenemos las
ecuaciones :

Los miembros de la izquierda de estas ecuaciones son identicas e igual a Y2 yl , donde
Yes la velocidad cuyas componentes son u, v, w. EI segundo miembro al no contener a x,
y, z son independientes de elias, y son funciones del tiempo 0 constantes. Para las tres
ecuaciones identicas podemos escribir una sola ecuacion y quedarfa :
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la cual es la ECUACION DE BERNOULLI para flujo irrotacional no constante, no viscoso e
incompresible.

Para flujo perrnanente, t desaparece, y sustituyendo n por gh, la ecuacion de Bernoulli
para flujo perrnanente 0 constante e irrotacional, es la siguiente :

1 V 2 P
--+-+h=H
2 g r

donde H es una constante a traves de la region de flujo irrotacional.

Si consideramos el movimiento de una particula a 10 largo de su linea de corriente en
flujo permanente, se obtiene la forma simple de la ecuacion de Euler la cual puede ser
integrada a 10 largo de la linea de corriente sin el requerimiento de irrotacionalidad. As!, si
s es la distancia medida a 10 largo de la linea de corriente, V es la velocidad de una
particula en el tiempo t, y S es la componente de la graved ad en la direccion instantanea
del movimiento, entonces :

V=f(s,t)

5V av av Os
-=-+--
5t at as 5t

y aplicando la segunda ley de Newton, tenemos :

av +V av =S_~ap (1.19)
at as p as

En los puntos donde la linea de corriente es curva, la particula experimentara un
gradiente de presi6n y una aceleraci6n normal a la direccion del movimiento.
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Si la direcci6n normal hacia el plano de curvatura es representada por 0, y si la
componente de fa gravedad en esta direcci6n es N, la aceleraci6n total sera igual a la

I ., I I (aVn ) , I I . , . ( I . , ') (V 2 Jace eraclon oca ---at' mas a ace eraclOn convectlva ace eraclOn centnpeta --;-.

La ecuaci6n de movimiento para fa direcci6n n sera:

oVn + V 2 =N _1.. op
at r pan

Lineas de
Corriente
Instantfmeas

8W=p8A8sg

Fig. 1.27 - Ecuacion de movimiento. Fuerzas actuando en fa direccion de
movimiento en un efemento de fluido en tres dimensiones no viscoso. (VaUentine,
HR., 1967)

la cual establece la variaci6n de la presi6n con el radio en flujos curvos.

La integraci6n de la ecuaci6n (1.23) con respecto as, distancia a 10 largo de la linea de
corriente, es posible en t1ujo permanente cuando la trayectoria es una linea de corriente y
oV
-escero.
at

S · d anustltuyen 0 - - por S se tiene :as
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e integrando con respecto a s, sin la restriccion de que el flujo tiene que ser irrotacional,
resulta en las ecuaciones :

6

la cual corresponde a la fonna restringida de la Ecuacion de Bernoulli para los puntos
sobre cualquier linea de corriente en flujo pennanente, de fluido no viscoso incompresible.

Los terminos de la Ecuacion de Bernoulli ~ y 2/g, ply, h, tienen dimension de
energia por unidad de peso del fluido, por ejemplo, libras pie por libras peso, 0

simplemente pies. En efecto, ~ y2/g es la energia cinetica por libra y h es la energia
potencial gravitacional por libra referida al mismo datum. EI tennino presion ply no
representa, en si mismo, una energia de presion por unidad de peso del fluido (el fluido
bajo consideracion at ser incompresible, no involucra el concepto de resistencia-energia
debido a la compresion); sin embargo la diferencia palY - PAly expresada en la Ecuacion
de Bernoulli de la fonna :

representa la ENERGiA entregada por las fuerzas de presion en movimiento, por unidad
de peso del fluido, desde el punto A hasta el punta B.

1.11 DISTRIBUCIONES DE PRESION Y YELOCIDAD

Las distribuciones de velocidad pueden ser representadas por medio de una serie de
flechas cuyas longitudes representan la velocidad en el punto donde son graficadas. Las
longitudes de las flechas y las ordenadas de las curvas pueden indicar velocidades
absolutas, 0 velocidades relativas con respecto a una velocidad de referencia seleccionada
en una region de flujo unifonne (Fig. 1.11, Y Fig. 1.12). EI uso de velocidades relativas
sirven para representar diagramas de velocidad adimensional aplicables a varias razones de
flujo y a varias escalas de magnitud.

Las distribuciones de presion en flujo permanente irrotacional se detenninan a partir de
las distribuciones de velocidad aplicando la Ecuacion de Bernoulli:
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donde Z = es el tennino elevaei6n.
H = eonstante en un regi6n de flujo irrotacional

- Los tres primeros tenninos se refieren a eualquier punto del tlujo
- Los terminos con subseriptos se refieren a un punto de referencia arbitrario.

Capitulo I

Para un flujo sobre un plano horizontal donde no existe efeetos de la fuerza de
gravedad, el tennino Z desapareee. Si multiplieamos por y a la expresion anterior
obtendremos la relaeion presion-veloeidad :

1 2 1 2
- pV + P =- pVo + Po
2 2

[ ( J
2). 1 22 1 2 V

.. P = Po + 2" P(Vo - V ) = Po + 2" pVo 1- Va (1.23)

o (1.24)

Debido a que VNo = bo Ib, la relaei6n de espaeiamiento de las Iineas de eorriente
pueden ser detenninadas a partir de la eonfiguraeion del tlujo, y la eeuaei6n (L.23) haee
posible deterrninar la presion en eualquier punta en terrninos de las cantidades de
refereneia po,Yo.

La (Ee.l.24) eneierra una relaeion adimensional que puede ser ploteada sustituyendo
(VNoi de la unidad la eual es independiente de la extension del f1ujo y de las magnitudes
absolutas de presiones y veloeidades.

Para un punto de estagnaei6n V=O , entonees :

=1

y la presi6n de estagnaei6n es igual a :
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Ejemplo:

Capitulo I

La veJocidad en el contorno de un cilindro sumergido en un fluido esta dado por

V'= 2Usenf)

donde U
8

: veJocidad no disturbada del fluido
: se mide en la direcci6n del flujo

Si la presi6n en el tlujo es Po, determinar :

I. Distribuci6n de presi6n alrededor del cilindro
2. Localizaci6n de los puntos de estagnaci6n
3. Presi6n de estagnaci6n

Soluci6n:

I. La presi6n p en cualquier punto del contomo esta dado por :

entonces:

1 2( 2f)')P = Po + - pU 1- 4sen
2

La distribuci6n se plotea adimensionalmente en terminos de

siguiente figura :

y se muestra en la
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Fig. 1.28 - Flujo irrotacional a traves de un cilindro. Distribucion de
presion sobre el cilindro.

2. De la ecuacion

se observa que los puntos de estagnacion, cuando V'== 0 , estan ubicados en :

y en estos puntas:

9=0 y 9:: II

Los puntos sobre el contorno donde la presion es la misma que la del flujo no disturbado se
los obtiene haciendo :

p == po

entonces:
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y

La presion minima ocurre cuando

o sea, cuando e= 900 y 2700 yen estos puntos se obtiene que:

B
_ 80,-

2

3

P - Po =0
!ipVo

2

1
.. I ,

~pVo
0 ~". 'jI I .
-I '- iii PI - Po =_
-2 I- P

I i I.r--o..: ~qV02-3 '-

S/~.f- I
Punto de W- I
Estagnacion T++-1T-+--1

Vo X PI V,=2V" r....................................................... ·......·r......r....r·T·1..1..·t! ! !-f;
Po ~ ,,)

~ PI
-~

P

p

En Ja Fig. 1.29 se muestra las distribuciones de presion a 10 largo del contorno y el eje
central de una contraccion bidimensional en un plano horizontal. Son de interes la
localizacion de los puntos de presion maxima en los puntos de estagnacion S, y de minima
presion en X sobre el contomo curvo exterior de la region de presion baja uniforme yalta
velocidad. Las componentes x, y del empuje sobre la porcion curva del contorno pueden
determinarse a partir de las areas de los diagramas de presion en los cuales las magnitudes
de presion son ploteadas sobre las proyecciones respectivas del contomo curvo.

y

p - Po = I Ttl
enS, ~pV02 ~ P-P

en X O2 =-4

Fig. 1.29. - Distribucion de presion a 10 largo del contorno yen la linea central de
una contraccion deflujo bidimensional. (Vallentine, HR. 1967).

EI empuje total obtenido de tales curvas de distribucion de presion puede ser
comprobado aplicando la ecuaci6n impulso-movimiento en anal isis unidimensional.
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Si los efectos de gravedad estan presentes, como en el caso de flujo en un plano
vertical, el termino elevaci6n Z de Bernoulli debe ser tornado en cuenta. Si el flujo es
cerrado y no tiene superticie Jibre, es conveniente combinar los terminos presion y
elevacion para obtener el cabezal piezometrico h, donde :

£1 cabezal piezometrico en un punto en un flujo, es la altura sobre el datum a la cual un
tluido podria elevarse en un tuba de presion abierto 0 piezometro, insertado en ese punto.
(Fig.l.30).

Cabezal Cabezal piezomiLrico sobre

h-h

Vo
2

/

o

;2g

; i.... ~ ...

Pared
Latera

Cabezal
Piezometrico a 10
largo de la linea

~ I Pared\.J Piezo

Tubo de
s/agnacio

Datum

Fig. 1.30. - Variacion de velocidad y del cabezal piezomhrico en un jlujo
con contraccion bidimensional. (Vallen/ine, H.R. 1967).

Sustituyendo h en la ecuaci6n de Bernoulli, tenemos :
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I V 2 I V 2
- - + h =- _0_ + ho2 g 2 g

Capitulo J

6 v~ =1-(;')'
2g

Comparando las ecuaciones ( 1.23 ) Y ( 1.24 ) veremos que la curva de distribucion de
presion adimensional para un flujo en un plano horizontal, podria igualmente servir como
la curva de distribucion piezometrica para flujo con condiciones de contomo similares en
un plano vertical. La configuracion de flujo en los dos casos es detenninada unicamente
por la fonna del contomo, y el efecto que causa la gravedad es incrementar lineal mente la
presion en sentido vertical hacia abajo.

1.12 CONSIDERACIONES SOBRE ENERGiA

(a) Ecuacion de Energfa para Fluidos no Viscosos

En un punta de un flujo donde la velocidad es V, la energfa cinetica de un elemento del
fluido de dimensiones dx, dy, dz, es igual a la ffiitad del producto de la masa por el
cuadrado de la velocidad.

la ENERGIA CINETICA total en el fluido sera:

Si la energfa potencial por unidad de masa en un punto del fluido es :

Q=gh

la ENERGiA POTENCIAL total en el fluido sera:
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Segun la ecuaci6n de Euler puede demostrarse que para fluidos incompresibles :

.!!-(T+E)= Hp(lu+mv+nw)dS
dt

En esta ecuaClOn, el primer termino representa , cambio de la energia cinetica mas la
energia potencial can respecto al tiempo; y el segundo miembro, debido a que ( lu + mv +
ow ) representa la velocidad del contorno nonnal a si mismo en la direcci6n del fluido,
sera iguaJ a :

que representa la raz6n a la cual las fuerzas de presi6n pdS actuan sobre el fluido. Por
tanto, el incremento total de la energia potencial mas la cinetica en un fluido incompresible
no viscoso es igual al trabajo hecho por la presi6n sobre su superficie donde actua. Esto es
valido para flujos rotacionales e irrotacionales.

(b) Energia Cinetica en Flujos Irrotacionales.

El teorema de Green, que consiste basicamente en Ja transformaci6n de una integral de superficie en
una integral de volumen, tiene varias aplicaciones en la teoria del flujo irrotacional.
Este teorema se expresa de la siguiente forma:

jf(IP+mQ+nR)dS=- fI,a.p + a·Q + a.R]dxdYdZJl a .x a .Y a . z

donde: P, Q, R son funciones finitas diferenciables en una region interconectada por una 0

mas superficies cerradas S de las cuales 8S es un elemento; I, m, n son las direcciones
coseno de la normal a 8S. Por ejemplo P, Q, R pueden ser las componentes x, y, z de la
velocidad 0 del momentum, 0 pueden representar respectivamente los productos c!>u, C!>V. c!>w
en un fluido contenido dentro de un contorno esferico cerrado u otra superficie, 0 en el
espacio entre dos superficies cerradas una de las cuales se encuentra dentro de la otra.
Estas superficies no son necesariamente contornos solidos.

Si P, Q, R son compol1cntes de velocidad la ecuaci6n establece que la raz6n de flujo
en una region cerrada es igual a menos la razen de expansion, 0 sea, que es igual a la razen
de contraccien del fluido en la region.
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Se puede obtener una expresi6n para la energia cinetica si se define a P, Q, R de la
siguiente manera :

donde ~ es el potencial de velocidad.

La velocidad a 10 largo de la normal n a un elemento de superficie es :

v = a¢
n an

yes igual ala suma de las componentes u, v, wen la direcci6n n, 0 sea:

En forma similar la suma de las componentes de P, Q, R a 10 largo de la normal es :

IP+mQ+nR

o sea:

IP + mQ + nR =I¢ a¢ + m¢ a¢ + n¢ a¢
ax ay az

=¢ a¢
an

10 cual permite eliminar los valores de P, Q, R del primer miembro de la ecuaci6n de
Green.
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Si diferenciamos el producto ¢ o¢ tenemos:an

sumando las eeuaeiones anteriores :

Capitulo I

10 eual permite eliminar P, Q, R del segundo miembro de la eeuaeion de Green, y si a esta
eeuaei6n la multiplieamos por - Yz P tendremos :

Para el easo de flujo irrotacional :
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entonces, el ultimo termino de la ecuaci6n anterior desaparece :

Capitulo I

En la ultima ecuaci6n, el segundo miembro corresponde a la energia cinetica total T, por
tanto:

10 cual expresa la energia cinetica total de un tlujo irrotacional en terminos de las
condiciones sobre su superficie.
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2

FLUIDOS REALES.

2.1 EFECTOS DE LA VISCOSIDAD

Capitulo II

Las diferencias entre el comportamiento de un fluido real y de un fluido ideal son
originadas principalmente por la existencia de la propiedad de viscosidad en el tluido real,
y de su tension superficial y capacidad para vaporizarse. La viscosidad esta presente en
mayor 0 menor grado en todos los casos de flujos de fluidos, y sus efectos van a ser
estudiados a continuacion.

La viscosidad resulta de los esfuerzos de corte originados dentro de un fluido cuando
existe movimiento relativo de las masas de flujo adyacentes.

Estos esfuerzos de corte pueden ser considerados como fuerzas internas actuando
tangencialmente sobre las superficies de las masas del fluido elemental, en adicion a la
fuerza de gravedad del cuerpo y a las fuerzas de superficie debido a la existencia de
gradientes de presion, los cuales estan incluidos en fa ecuacion de movimiento de Euler.

Los efectos de las fuerzas de viscosidad dependen de sus magnitudes comparadas con
las de las otms fuerzas y con la inercia, 0 resistencia a la aceleraci6n, de las masas fluidas.
Esta ultima fuerza de resistencia y la componente de la fuerza de gravedad, las cuales son
proporcionales a la masa de un elemento, son comunmente conocidas como fuerzas
inerciales.

Las caracteristicas del fluido real dependen de las magnitudes relativas de las fuerzas
viscosas e inerciales. £1 termino flujo laminar 0 viscoso se refiere al estado de flujo en el
cual las fuerzas de corte viscosas son de magnitud comparable 0 mayor que la de las
fuerzas inerciales. £1 flujo turbulento es un estado diferente de flujo, en el cual las fuerzas
viscosas son relativamente pequefias y los efectos viscosos resultantes son diferentes a los
del flujo laminar.

Las condiciones de flujo laminar y turbulento en una tuberia y el criterio de Reynolds
para la transicion de un estado a otro, constituye un ejemplo de este peculiar
comportamiento del fluido.
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Un tluido que se mueve a baja velocidad puede estar en regimen de tlujo laminar
mientras que a alta velocidad, bajo ciertas condiciones, puede ser de regimen turbulento.
Cuando se incrementa la velocidad en un flujo laminar y las magnitudes de las fuerzas
inerciales lIegan a ser iguales a las fuerzas viscosas, el flujo adquiere cierta inestabilidad y
eventual mente se produce un flujo turbulento.

Las diferencias entre las caracterfsticas de los dos estados de tlujo son bien marcadas
por 10 cual se requieren metodos diferentes para analizarlos. Mientras el flujo laminar es
rotacional, el movimiento de un flujo turbulento no divergente puede aproximarse a flujo
irrotacional, excepto en las regiones cercanas a los contomos solidos, donde los efectos
viscosos son apreciabies.

2.2 FLUJO LAMINAR

EI movlmlento laminar de un fluido satisface la ecuaclon de continuidad y las
ecuaciones de condiciones de contomo perc, por efectos de la viscosidad, definida por :

du
'=11

dy

existe una condicion de contomo adicional basada en la evidencia experimental de que la
velocidad de un fluido sobre un contomo solido relativa a este contomo es igual a cero.

Debido a la existencia de fuerzas de corte viscosas existe una componente tangencial
de esfuerzos en un punto del contomo ademas de los esfuerzos normaJes. Dentro de un
fluido, los esfuerzos normales en un punto son diferentes para todos los pianos y la
ecuacion de movimiento de Euler para fluido no viscoso no sera aplicada si es que no se
hacen las modificaciones correspondientes.

La variacion de esfuerzos normales en un punto sobre el plano puede ser demostrada
considerando los esfuerzos normales PI' PY' Pel Y los esfuerzos de corte 't I , 'ty, 'tel aplicados
sobre un elemento triangular de fluido bidimensional. (Fig. 2.1)
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PaC

/

ax, componente x de
aceleraci6n

x

Fig. 2.1. - Fuerzas Normal y Tangencial actuando en un elemento de
fluido bidimensional viscoso. ( Vallentine. H.R. 1967).

Aplicando la segunda ley de movimiento de Newton para la relacion del movimiento
en la direccion x tenemos :

1 b b 1
:. Px - Pa + - pabg' senfJ + 'fx - - 'fa - = - pbax

2 a a 2

cuando a, b se aproximan acero, la ecuacion se aproxima a la fonna :

Px-Pa+('x-,Jcotga=O (2.1)

Una ecuacion similar se obtendni para el movimiento en la direccion y y es evidente
que los esfuerzos normales en un punto no seran los mismos para todos los planas. Puede
demostrarse que en flujo viscoso tridimensional existiran seis componentes independientes
de esfuerzos ( tres normales y tres de corte ) que servinin para detenninar en forma
completa los esfuerzos en un punto.
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La "presi6n en un punto"de un flujo viscoso se define como la media aritmetica de los

tres esfuerzos normales p., py , Pa.

La Ecuaci6n de movimiento de Euler para un flujo no viscoso, puede ser modificada
incluyendo los tenninos que representan las componentes de fuerza interna adicional
debido a la viscosidad del fluido.

La demostraci6n de la ecuaci6n de Euler modificada es laboriosa y extensa por 10 cual
sera suficiente indicar la naturaleza de los efectos viscosos sobre el movimiento de una
particula flu ida.

La Fig. 2.2 muestra un elemento de un t1ujo viscoso incompresible t1uyendo en la
direcci6n x. EI elemento esta sujeto a esfuerzos de corte viscosos debido a la existencia de

un gradiente de velocidad %' a traves del flujo.

y

Area de
Corte S

8y

y

T

u
u+-8y

By

u

_..---..J:........- -+ x

o
Fig. 2.2. - Esjuerzos de corte actuando en direccion de unflujo para/elo
bidimensional viscoso. (Applied Hydrodynamics, J967).

Los esfuerzos de corte paralelos al eje x son:

a·u
or =1-'-

G'y
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a ( au Jr+dr=j.1- u+-8y
a· y By

Capitulo II

Si el area de fa superficie de corte del elemento es S, la fuerza neta sobre el elemento sera:

donde v = ~p = viscosidad cinemMica del tluido, Y
om = pS oy = masa del elemento

Por tanto, la fuerza viscosa por unidad de masa debido al gradiente de velocidad 8u/Oy
sera:

Para el caso general, con gradientes de velocidad au/ax, auJOy, auJaz, la fuerza
viscosa total por unidad de masa actuando en la direcci6n x sera igual :

6

Incluyendo estos terminos en la primera Ecuaci6n de Euler

du au au au au 1 ap
-=-+u-+v-+w-=X--
dt at Ox By az p ax

d?nde X: componente de la gravedad en el sentido x, obtendremos la ecuaci6n para flujo
VISCOSO.
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yen fonna similar para las otras direcciones del movimiento :

Capitulo II

dv I ap 2
-=Y---+vV' v
dt P 8y

dw lap 2
-=Z---+vV' w
dt P 8z

(2.2 b)

(2.2 c)

Estas ultimas tres ecuaciones son las ECUACIONES DE NAVIER-STOKES para el
movimiento de un fluido viscoso. Las fuerzas del cuerpo X, Y, Z pueden ser escritas en
terminos de la fuerza de gravedad potencial 0 = gh como:

8X = --(gh)ax

a
Y=--(gh)

8y

a
Z =--(gh)

8z

y las ecuaciones de Navier-Stokes quedarian :

du 1 8 ( ) 2-=--- p+rh +v'V u
dt pax

dv I a( ) 2-=--- p+rh + vV' v
dt P 8y

dw 18(p ) 2
-=--- +rh+v'Vw
dt P 8z

(2.3 a)

(2.3 b)

(2.3 c)

Debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes son no lineales no se puede obtener su
soJuci6n general exacta, sin embargo, es posible obtener la soJuci6n exacta para ciertos
casos de flujo en los cuales algunos de los tenninos de la ecuaci6n son iguaJ acero, y
hacen posible la integraci6n de la misma. Tambieh se pueden obtener soJuciones
aproximadas para flujos en los cuales algunos de sus terltlihos no son iguales a cero pero
son tan pequenos comparados con los otros que se los puede despreciar.
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Ejemplo:

Capitulo II

Para un ejemplo de soJuci6n exacta consideremos el easo de flujo paralelo en el eual todas
las particulas se mueven en una sola direcei6n, digamos x.

Debido a que:

v=w=o

y por 10 tanto, de la eeuaei6n de la eontinuidad tenemos :

au = 0
ax

esto es, u no varia con x.

Entonees:

u =!(y,z,t)

v=o w=o

En las ecuaciones (2.3,b,c), eJ primero y tercer termino son cera :

dv 1 a1_ ) 2-=---\p+yh +vV' v
dt P 8y

dw 1 a ( ) 2- =--- p+yh +vV' w
dt paz

por tanto:

y la unica ecuaci6n que queda es (2.3 a) :

70



Fluidos Reales

Si x se mide sobre un plano horizontal:

~(yh) = 0ax
y Ja ecuaci6n queda :

du =_l ap + v(a 2u+ a2uJ
dt p ax 0J2 az 2

Ia cual es una ecuaci6n diferencial linear para u.

Capitulo II

Un caso simple de flujo viscoso paralelo, es un flujo permanente bidimensional
fluyendo entre dos placas paralelas separadas en una distancia 2b y que se muestra a
continuaci6n :

V
L...L..-\-,-.L-L..L-L..J.-I:J~..L...L..L/ -+-

(a)

Cd)

/77777777777777~

(b)

(e)

V
L...L...L.L.~.L.L.L.L~..L...L..L/ -+-

(c)

Separaci6n usualmente en un solo
lado

Cf)

Fig. 2,], - Flujos viscosos bidimensionales con soluciones exactas : (a), (b), (c), flujos
pianos Couette - limite inferior [yo, limite superior movi/; (d) flujo de estagnacion; (e)
flujo en canal convergente; (j)flujo en canal divergente, (Hughes WF., /974).
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De acuerdo con la figura, analizando la ultima ecuaci6n

u = fey) unicamente

de tal forma que:

Capitulo II

entonces:

au =0
at

au =0
az

Con u = 0 para y ± b. Como dp/dx es constante, la soluci6n sera:

que corresponde a un perfil parab61ico de velocidad.

Las soluciones exactas conocidas de las ecuaciones de Navier-Stokes, incluyen los
siguientes casos de flujos (Fig. 2.3) :

I. Flujos Paralelos Perrnanentes y Variables
entre paredes paralelas fijas.
entre paredes paralelas, una de elias moviendose en su propio plano con 0 sin
gradiente de presi6n positivo 0 negativo.
dentro de conductos cerrados de cualquier secci6n.
sobre uno de los lados de una placa en rotaci6n.
entre cilindros concentricos en rotaci6n.

2. Flujos Perrnanentes
entre placas rotatorias.
entre placas convergentes y divergentes.
flujos simetricos pianos y axiales norrnales a una placa ( flujo estancado ).
tlujo en un jet laminar de secci6n circular.
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3. Flujos Variables
adyacentes a una pared plana repentinamente acelerada.
adyacente a una placa que oscila en su propio plano.
disipaci6n del vortex inicialmente irrotacional de un tubo por fuerzas de corte
vlscosas.

Las soluciones aproximadas dependen de las magnitudes relativas de las fuerzas de
inercia y de las fuerzas viscosas en el tlujo. Debido a que las fuerzas inerciales son
proporcionales al cuadrado de la velocidad y las fuerzas viscosas son proporcionales a la
primera potencia de la velocidad, es evidente que las fuerzas viscosas predominaran
cuando la velocidad sea muy pequefia.

EI Numero de Reynolds

R =Vxl
v

Representa la relaci6n entre fuerzas de inercia y fuerzas viscosas y el criterio para
movimientos lentos 0 movimientos de arrastre es igual a un numero de Reynolds R < 1, en
los cuales las fuerzas de inercia se desprecian por ser pequefias.

Para movimientos plasticos 0 de arrastre ( creeping ), las ecuaciones de Navier-Stokes
sin considerar u omitiendo los terminos inerciales, se reduce a tres ecuaciones de la forma:

2.3 FLUJO TURBULENTO Y CAPA LiMITE

El flujo turbulento, con sus fluctuaciones rand6micas de velocidad, es esencialmente
un movimiento en regimen no permanente, siendo extremamente complejo el definir sus
Hneas de corriente por la presencia de diferentes configuraciones de tlujo de valores
pnicticamente distintos.

Se puede graficar una configuraci6n de tlujo, si las Iineas de corriente no estan basadas
en la velocidad instantanea, sino en la velocidad media temporal durante un carta periodo,
en cada punta.
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Las lineas de corriente siendo tangenciales a los vectores de velocidad media, son
curvas suaves y continuas que varian en forma con el tiempo.

No existe ningun metoda exacto de amilisis para la determinacion de las
configuraciones de t1ujo turbulento, sin embargo, el concepto de capa limite clarifica
grandemente las ideas sobre la influencia de la viscosidad sobre un t1ujo a grandes
numeros de Reynolds y proporciona las bases para un amilisis aproximado de t1ujo
turbulento.

Cuando t1uidos de baja viscosidad, tales como aire y agua, t1uyen a 10 largo de una
pared plana, el t1uido en la pared es estacionario y cerca de ella es retardado, pero, a una
distancia muy pequefia desde la pared, la velocidad del fluido es pnicticamente igual a
aquella del cuerpo principal del t1ujo.

La capa fina en la eual se aprecia el gradiente de velocidad es conocida como la "capa
limite".

Fuera de esta capa limite dificilmente ocurren gradientes de velocidad y debido a que
Ja viscosidad es pequefia, sus efectos sobre el t1ujo son casi despreciables. La
configuracion de t1ujo al ser determinada por la forma del contomo, es pnicticamente la
misma que para t1ujo irrotacional.

En la teoria de la capa limite se asume que los efectos de viscosidad estan confinados
en la capa limite, y que el resto del t1ujo puede ser considerado como no viscoso y puede
ser representado con su propia configuracion. Con esta asumpci6n es posible desarrollar
una teoria aproximada relativa a la configuracion de t1ujo dentro de la capa limite, y
suplementar la teoria con la determinacion experimental de constantes.

EI ejemplo mas simple es el de un t1ujo a traves de una placa fina, lisa y paralela, que
no permite det1exiones laterales de t1ujo. Los elementos fluidos en contacto con la placa
son estacionarios debido a que no existe deslizamiento de la superflcie de contomo; los
otros elementos pasan a 10 largo del eje cercanos a la placa, siendo retardados por el efecto
viscoso, y a medida que avanzan las particulas van disminuyendo sus velocidades, y la
mayoria de elias comienzan a girar retardadas por el arrastre viscoso, haciendo mover con
mayor velocidad a .Ios elementos exteriores a elias. Es evidente que el ancho 0, de la
region de t1ujo retardado pueda incrementarse a 10 largo del eje de la placa. Esta region es
conocida como la capa limite, y el flujo en ella es laminar no obstante que el flujo de
aproximacion sea turbulento.

En una region a cierta distancia a 10 largo de la placa, el t1ujo laminar se vuelve
inestable y se desarrollan turbulencias dentro de la capa limite. Normalmente la
localizacion de esta region de transicion, desde una capa limite laminar a turbulenta, se
define aproximadamente por el valor del numero de Reynolds

R = Vxx
v
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de entre 2xl05 a 106
, donde V es la velocidad de la corriente no perturbada, y x esla

distancia medida en el sentido de la corriente desde el inicio del eje de la placa. Es
posible, sin embargo, producir una capa limite turbulenta a 10 Largo de la pJaca haciendo
rugosala superficie de Ja placa 0 produciendo perturbaciones en el flujo. Estas
caracteristicas de la capa limite estan indicadas en la Fig. 2.4, donde para prop6sitos de
claridad el ancho de la capa es exagerado.

La division entre la capa limite y la region exterior del flujo no es marcada pem si
existe una zona clara de transicion. EI espesor 0 de la capa limite se la define como la
distancia desde la placa hasta el punto en el cual Ja velocidad tiene un valor hasta del 1%
de la velocidad del flujo irrotacional que pasa por la placa.

Para el caso de una capa limite en tlujo laminar a 10 largo de una placa plana
(Fig.2.4a), el espesor 0 esta dado por la expresion derivada aoaliticamente y confinnada
experimentalmente, que es la siguiente :

x

5 5
-----:=====
~UxX R}i

( 2.4 )

Para una capa limite completamente turbulenta (Fig 2.4 b), el espesor 0, basado en la
asuncion de que el contomo es liso y que la distribucion de velocidad a traves de una
nonnal a la pJaca tiene la fonna :

u = kyJiJ

esta dado por :

8Wh 0.38
--:::::---v-

x R/5

(2.5)
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u u

y

u u
contomo

capa de

Fig. 2.4. - Distribuciones de velocidad de un flujo que pasa POf una placa
plana: (a) Capa limite laminar; (b) Capa limite turbulenta; (c) Capa limite
laminar - turbulenta. (Applied Hydrodynamics, 1967)

donde U es la velocidad que deberia existir si el flujo fuera irrotaciona1. La perdida total de
flujo es :

a

Jeu-u)cry
v=o
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Otra medida de Ja capa limite es el "espesor de desplazamiento", 0* , que es igual a la
distancia en que el flujo extemo es efectivamente desplazado hacia afuera de la placa,
como consecuencia de la disminucion de velocidad en la capa limite. La disminucion de la
razon de flujo en el ancho oy (Fig 2.5) debido a la retardacion de la viscosidad es igual a :

(U - u)b);

u

u

*

O·01U

Fig. 2.5. Espesor del desplazamiento de la capa limite.
(Applied Hydrodynamics, 1967)

£1 desplazamiento del limite en una distancia 0* en flujo irrotacional resultaria en una
perdida de flujo igual a Uo*, por tanto, si :

a

U8* = feu - u)dy
y=D

el espesor del desplazamiento es igual a :

a

8*= f(l-~)dY
y=o

(2.6)

£1 valor de 0* es aproximadamente igual al 1/3 del valor de 0 para capa limite laminar,
y a 1/8 para capa limite turbulenta.
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Para flujo turbulento a 10 largo de una pared plana, 0 con un radio cuya curvatura es
grande comparada con el espesor de la capa limite, la variacion de la presion a traves de la
capa limite pr1lcticamente no existe. Debido a que, en algunos flujos, la capa limite es
extremadamente delgada, y el flujo exterior es muy cercano 0 puede ser aproximado a flujo
irrotacional, la distribucion de presion a 10 largo del contomo es substancialmente identica
a la distribucion de un flujo irrotacional que pasa por el mismo contomo.

Este hecho es importante por que nos permite en muchos casos ca1cular 0 detenninar
las distribuciones de presion a 10 largo de un contomo con tlujo turbulento, aplicando la
teoria de flujo irrotacional.

Ejemplo:

Una placa plana esta IOmersa, en direccion paralela a un flujo, en agua a 70° F,
fluyendo con una velocidad de 8 pies/seg. Estimar la longitud de la seccion laminar de la
capa limite, y los espesores de la capa limite a distancias de I pulg., J pie y 10 pies a partir
del eje longitudinal de la placa.

Solucion:

Asumiendo que la capa limite de transicion tiene un valor de Reynolds igual a:

u x x =5 X 105
V

y haciendo que:

v = 1.06 X 10-5 pies2/seg

tendremos:

x = 5 X 10
5

X~06 xl 0-
5

=0.66 pIes

- A I pulgada desde el eje de la placa, la capa limite es laminar y su espesor sera:
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- A J pie desde el eje de la placa, la capa limite es turbuJenta, y asumiendo que el espesor
de la capa es la misma para toda la capa del contomo turbulento, tenemos : .

Uxx 8xl0 5

R=--= =7.55xl0 5

v 106
s: 0.38 x x 0.38 5
VI = 1/ = -- = 0.025 xl 0 pies 6 0.30 puIg.

R/5 15

-A x= 10 pies , R= 7.55 x 105

0.38x10
<510 = = O. I6 pies 6 1.9 pulg

23.8

2.4 VELOCIDADES EN LA CAPA LIMITE

En una capa limite laminar, la curva de distribuci6n de velocidad nonnal a una pared
tiene la fonna de una parabola con su vert ice en y = 8 como se muestra en la (Fig. 2.4 a).

Tenemos que:

(U - u) et:. (<5 - y)2 aproximadamente (2.7)

donde 8 se incrementa con la distancia x , a partir del eje longitudinal de la placa y el
gradiente de velocidad du/dy, y por tanto los esfuerzos de corte sobre la placa, decreceran
cuando se incrementa x.

En una capa limite turbulenta, la curva de distribuci6n de velocidad tiene la forma de
una curva logarftmica excepto en la regi6n delgada extrema adyacente a la placa. Si las
rugosidades sobre la pJaca son muy pequefias apareceni una pelicula muy tina de flujo

laminar, conocida como sub- capa laminar, que cubre completamente a la placa y la separa
de la capa limite turbulenta (Fig. 2.6 a). EI espesor 8 1 de la pelfcula laminar disminuye si
la velocidad externa aumenta. Si las rugosidades no estan completamente sumergidas en la
subcapa, su eficiencia en transmitir los esfuerzos de corte se reduce, entonces, la
resistencia al flujo depende parcialmente de los esfuerzos viscosos de corte y parcialmente
de la fonna de arrastre del flujo turbulento que pasa por las rugosidades. Con una
velocidad externa suficientemente alta la resistencia depende totalmente del efecto de
arrastre.
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La distribuci6n parab61ica de velocidad a traves de la sub-capa laminar en un flujo
turbulento de placa lisa es casi linear como se muestra en la (Fig. 2.6) y se asume que el
esfuerzo de corte es constante.

U U

0.99U

y
Transici6n

////////

(a)

0.99 U

u

y

ubcapa
laminar

t.-t-r.lol-;::'~"'7"?~-r;'7"7"'7'""f'",;,",;,-;"

y

Fig. 2.6. - Capa limite enjlujo turbulento: (a) Flujo turbulento sobre un pared casi lisa;
(b) Flujo turbulento sobre una pared rugosa. (Vallentine HR. ,1967)

Entonces, para la subcapa, si u es la velocidad a una distancia y desde la pared

r Jl du u
-=--~v-

P P dy y
constante

6
u v.y

=
v. v

(2.8)

donde v. =~(~) se la conoce como Velocidad de Corte, que engloba al esfuerzo de

corte y tiene las dimensiones de Velocidad. Esta ultima ecuaci6n expresada en tenninos de
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't, P con una relaei6n linear asumida entre u, y en forma adimensional, puede ser
eomparada con las relaeiones logaritmieas ( Ee. 2.9, 2.10 ) para flujo fuera de la subeapa.

La eeuaci6n general para eapa limite en flujo turbulento, para plaea lisa y rugosa, es
iguaJ a:

u y
- ::: 5.751og-
v. y'

(2.9)

donde y' es el valor de y para el eua! u podria ser eero de aeuerdo a esta relaei6n. En
efeeto, esta eeuaci6n se aplica solo en la regi6n limitada por y'. Se han desarrollado
formas especiales de la (Ec.2.9), para flujos turbulentos en paredes lisas y rugosas por
eliminaci6n de y' y asi tenemos :

Para flujo turbulento en pared lisa, y' es dependiente de V" v, y al ser eliminado de
(2.9) queda:

u v.y
- =: 5.751og-+5.5
v. v

(2.10)

expresi6n que representa la distribuci6n de velocidad en la capa limite fuera de la subcapa
laminar.

EI valor de y que satisface a las ecuaciones (2.8) y (2.10) es obviamente el valor nominal
del espesor de la subcapa laminar 0' , que es igual a :

8'=:11.6~
v.

(2.11 )

en efecto, existe una zona de transici6n entre las dos regiones de flujo (Fig. 2.5 a)

Para flujo turbulento en pared rugosa, y' se determina unicamente a partir de la altura
efectiva k de las rugosidades de la placa, y eliminando y' , la (Ec.2.9) queda :

~=5.75IogY +8.5
v. k

(2.12)

Las ecuaciones (2.10) Y(2.12) son las ecuaciones de Karman-Prandtl para distribueiones
de velocidades en flujo turbulento que pasa por contornos lisos y rugosos.
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Ejemplo:

Capitulo II

Agua a 70° F f1uye par una superficie plana lisa. En un punta sabre la superficie a
algunos pies a partir de su eje, las velocidades a 114 y Y2 de pulgada desde la pared son

iguales a 6.0 y 6.5 pies/seg. respectivamente. Asumiendo que la capa limite es turbulenta,
deterrninar y' ,v. ,0' y estimar la velocidad a una pulgada desde la pared.

Solucion:

Sustituyendo en la (Ec.3.9) los valores conocidos de u, y, se obtienen dos ecuaciones
con v. , y' desconocidos, y dividiendo la una para la otra se elimina v. , 0 sea

U log(O.S/)
li = I y' = 6.S = 1.083

U~ log(0.2h ,) 6.0

donde y' = 6 x 10-5 pulg.

pies/seg.

8' = 11.6v = 11.6 x 1.06 = 0.00043
v. 0.288 x 105

pies = O.OOSI pulg.

La velocidad a I" desde la pared es a partir de la, (Ec. 2.10),

(
0.288X 10

5
)

u 1 =0.288x5.7S1og +0.288xS.S=7.1
1.06 x 12
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2.5 SEPARACION DE LA CAPA LiMITE

Capitulo II

!

Las caracteristicas de la capa limite presuponen la existencia de un gradiente de
presi6n cero a 10 largo del contomo y la ausencia de "separaci6n", que es un fen6meno de
importancia en la determinacion de la configuracion de un flujo. EI termino "separacion
de la capa limite" implica un alejamiento de la capa limite con respecto at contomo, como
se ve en Ja Fig. 2.7.

El aumento de espesor de la capa limite con la distancia a 10 largo de una placa se debe
a una retardacion continua de los elementos fluidos por efecto de corte en el contomo. Si,
debido a la forma de los contornos del flujo las !iDeas de corriente convergen en la
direccion del flujo, los efectos de la aceleraci6n convectiva tienden a contrapesar los
efectos de corte del contorno (que produce retardacion de los elementos fluidos),
oponiendose de este modo al crecimiento del espesor de la capa limite. En otras palabras
el gradiente de presion negativa asociado con la aceleracion convectiva tiende a limitar el
crecimiento de la capa limite.

Cuando por el contrario, la forma del contorno es tal que las lineas de corriente
divergen, existira un gradiente de presion positive que se sumara al corte del contorno
haciendo retardar al flujo cerca de la pared. EI efecto que se produce en las distribuciones
de velocidad es evidente y se muestra en Ja Fig. 2.7. El flujo cercano a la pared es
continuamente retardado hasta que en el punto S su velocidad es cero; a la derecha de S, el
movimiento del fluido tiene direccion contraria y el fluido se mueve alejandose del
contorno. Una vez que ocurre esta separacion, la distribuci6n de presion se modifica y la
linea de separaci6n se mueve con la corriente hasta una posici6n de equilibrio.

-;---;------:---....,...,-~-- i..-'-;!:'-'---==t±----.
j ~-~

~-A-~

s

Fig. 2.7 -Separacion de capa Limite. (Vallentine HR. ,1967)
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En la Fig. 2.7, la configuraci6n mostrada corresponde 0 es esencialmente la de
separacion de una capa limite laminar. En et caso de una capa limite turbulenta la acci6n
de la turbulencia retarda la separacion al trasladar alguna cantidad de fluido con bajo
movimiento apartandolo del contomo y entregando tluido con alta energia cinetica para
reemplazarlo. EI efecto general que se produce retarda la separaci6n debido al
desplazamiento del punto de separaci6n en el sentido de la corriente, 0, si Ja desaceleraci6n
es suficientemente gradual el tlujo se mantendra sin separacion. Por ejemplo, pruebas en
canales divergentes muestra que no existe signa de separacion hasta que eJ angulo medio
incluido exceda de 4°.

u -+

Flujo irrotacional

+----Flujo can capa limite
turbulento

R=UD =6.7xl01
U

Fig. 2.8 - Dislribucion de presion en un flujo lurbulenlo que pasa por un
cilindro.

EI fenomeno de separacion da lugar al desarrollo de una region de baja presion sobre
un cuerpo sumergido causando un aumento de arrastre en la resistencia superficial 0

arrastre por fricci6n superficial. (Fig. 2.8).

EI trazado de las lineas de corriente es simple cuando se intenta minimizar esta forma
de arrastre, proveyendo de un contomo que permita una divergencia gradual del flujo con
una pequefia separacion. Esto se muestra en la Fig. 2.9. donde aparece la configuracion de
un tlujo bidimensional que pasa a traves de un obstaculo, y de cuerpos de forma circular e
hidrodinamica.
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(a)

(c)

Capitulo II

(b)

=--~----..'D'---- s ','---
\ -'

= ~_---s ::::

(d)

Fig. 2,9, - Separaci6n y formas del contorno " (a) cuerpo escarpado; (b) cilindro,
capa limite laminar; (c) cilindro. capa limite turbulento; (d) perfil de linea de
corriente, (Milne Thomson. 1968)

Una divergencia muy pronunciada de un contomo con respecto al flujo, da lugar a una
separaci6n inmediata, tal como ocurre en f1ujos que pasan a traves de placas planas
normales al flujo, y en f1ujos jet que pasan por un orificio. La forma de la superficie de
separaci6n depende, ademas de otros factores, de si el f1ujo esta sumergido en f1uido de
igual densidad, por ejemplo jet de aire en aire, 0 en un tluido de mas baja densidad, por
ejemplo jet de agua en aire. En el ultimo caso, el efecto del tluido que rodea al jet de agua
es despreciable, y un anal isis de f1ujo irrotacional nos da una buena aproximaci6n sobre la
forma de 1a superficie de separaci6n,

85



Fluidos Reales

2.6 ECUACION DE BERNOULLI

Capitulo II

La Ecuacion de Bernoulli basada en las asunciones de tlujo permanente, irrotacional y
no viscoso es la siguiente :

v2 P-+-+gh=C
2 P

o

v2
P-+-+h=H

2g r

La forma especial, relacionada con puntos sobre una linea de corriente, apJicable solo
para flujo permanente y no viscoso, es la siguiente :

EI flujo de tluidos reales nunca es irrotacional, aun cuando la configuracion de un f1ujo
turbulento fuera de la capa limite, en flujos convergentes, parezca flujo irrotacionaJ. Los
esfuerzos de corte viscosos en flujo laminar y turbulento producen la conversion continua
de la energia del fluido en calor, por tanto, las Ecuaciones de Bernoulli no son
estrictamente aplicables a flujo de fluidos reales.

Por el metoda de analisis unidimensional, se puede utilizar una forma modificada de la
Ecuacion de Bernoulli en la cua! se hace una aproximacion para la energia disipada por la
accion viscosa. Los valores medios de los terminos de ia ecuacion sirven para todas las
particulas tluidas sobre un plano de direccion normal ala direccion general del flujo.

Para calculos precisos, el termino correspondiente a la energia cinetica debe ser
modificado por el factor a para permitir la variacion de la velocidad a traves del plano.
Debe anadirse un termino adicional, h f , que representa la energia disipada por los efectos
viscosos, 0 friccion del fluido, y tendriamos :
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En algunos casos, las correcciones por energia cinetica no son aplicables, asi por
ejemplo, sobre distancias cortas, en flujo turbulento sin separaci6n, el terrnino de
disipaci6n de energia es frecuentemente pequeno en comparaci6n con los otros terminos y
puede ser omitido. La Ecuaci6n de Bernoulli para estos casos es aplicable como una buena
aproximaci6n.
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3

GRAFICOS DE REDES DE FLUJO.

Capitulo 1II

De las consideraciones de las caracteristicas del tlujo de fluidos reales, se pueden
obtener importantes conclusiones para la determinaci6n de sus configuraciones, entre las
que se puede mencionar :

1. Las configuraciones para flujo laminar pueden ser determinadas total mente, en un
numero limitado de casos, de manera exacta 0 aproximada, utilizando las ecuaciones
de tlujo viscoso.

2. Las configuraciones para flujo turbulento, con capas \imites laminares 0 turbulentas,
pueden ser aproximadas por medio del amllisis de flujo irrotacional, siempre que el
flujo no sea divergente. El metodo se aplicara siempre que existan capas limites de
pequeno espesor y no existan cambios apreciables de presi6n a traves de estas capas.
Como una aproximaci6n, la capa limite delgada es ignorada y la configuraci6n
temporal del flujo turbulento es tratada como flujo irrotacional.

3.1 METODO GRAFICO.

Principio

Una red de flujo'consiste en una familia de \ineas de corriente y una familia de lineas
de potencial de velocidad, dibujadas en tal forma que representen una configuraci6n de un
tlujo irrotacional bidimensional. En cualquier punto de la configuraci6n se cumplini que:

dQ c5 .If c5 .¢
v=-=--=-

dn c5 ·n c5 . s
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donde, 8n, 8s son los espaciamientos entre !ineas de corriente y !ineas equipotenciales
respectivamente. Si los intervalos para 0\11, o~ son iguales a los espaciamientos 8n, 8s en
todos los puntos de la red, Ja configuraci6n del flujo estara representada por ,unidades de
forma cercana a Ja cuadrada. En cada unidad las !ineas medianas son iguales y los angulos
de intersecci6n son rectos. Estas caracteristicas permiten construir la red por medio de
pequefios cuadrados siguiendo el metoda de prueba y error, hasta encontrar el diagrama
que representa toda la configuracion hasta los limites conocidos del f1ujo. Este metodo se
presta para ciertos errores e inexactitudes pero sin embargo ofrecen una aproximacion
aceptable.

Metodo de Construcci6n

EI procedimiento gnifico para la construccion de una red de f1ujo es como sigue :

a. Se seleccionan 0 definen el numero de !ineas de corriente requeridas para obtener los
detalles necesarios con la precisi6n deseada. Posteriormente se pueden graficar
secciones de red con el fin de obtener exactitud mayor en ciertos puntos del f1ujo.
Dibuje las \ineas de corriente en las regiones donde la distribucion de velocidad es
evidente, tales como, flujos paralelos 0 radiales.

Flujo no Uniforme..t----------- ...L- Flujo

_-+-~/-1-> ~Fl:j=:ado IJ Unoforme .

'I -" / ", . Regl6n de maxima
I { I --..~/ '", ri"- velocldad
~,-~--/ ..---~
----J.- " !'-.J Flujo retardado--t--..- , Fluio acelerado " • I I i

I I J- 1 I I I '-;--t-~

Flujo
Uniforme

Fig. 3.1 - Construcci6n de una red deflujo. (Vallentine, HR., 1967)

b. Grafique las porciones restantes de las !ineas de corriente por medio de curvas
suaves. E1 espaciamiento podria decrecer con el decremento del radio sobre las
curvas, debido a que en f1ujo irrotacional a 10 largo de una trayectoria curva el
producto de la veJocidad por el radio es constante.
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c. Dibuje las Iineas potenciales. Debido a que deben cumplirse las condiciones de
intersecci6n entre todas las lineas de corriente, y que se deben formar cuadrados, sera
necesario ajustar las ubicaciones iniciales de las lineas de corriente. El proceso de
ajuste es de prueba y error en el cual el operador adquiere pnictica para pensar en dos
dimensiones. Las diagonales de los cuadrados formaran curvas suaves continuas y
sus intersecciones nonnales pod ran ser usadas para chequear la exactitud de la red.

Linea caQezal total

(> \i ~ /2ghv,= ~'1Jtl
(j'. ,

~g:[1";~lx' ~

I
Estagnacion

Fig 3.2 - Red deflujo sobre un vertedero. (Vallentine, H.R, 1967)

En los puntos de estagnaci6n es imposible obtener un espaciamiento infinito de lineas
de corriente en la region, por tanto, la primera linea de potencial dibujada debera ser
aquella adyacente al punto de estagnacion.

d. Las superficies libres, tales como jets y vertederos deben ser ubicados de tal forma
que cuando se dibuja la red la velocidad a 10 largo de la superficie libre este de
acuerdo con las condiciones de contorno del problema.

Por tanto, para e) caso de perfiles tipo jet, los cuales se asume no son afectados por la
gravedad, el espaciamiento de las lineas potenciales a 10 largo de la superficie libre debe
ser constante, indicando velocidad superficial constante, correspondiente a una presion
superficial constante. La velocidad no sera constante a traves del jet a menos que las !ineas
de corriente sean paralelas.

Para perfiles jet y vertederos afectados apreciablemente por la gravedad, el
espaciamiento de las Iineas potenciales a 10 largo de fa superficie libre deberia ser tal que la
velocidad en cualquier punto de la superficie sera igual a la distancia hasta ese punto por
debajo de la linea de cabezal total:
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donde os es el espaciamiento de las lineas $ en la superficie libre y hv es la velocidad del
cabezal igual a ( H - Z ).

n

(3.1a)

( 3.1 b)

Debido a que 0$ es constante el producto ."J(hv), os debera ser constante para todos los
puntos sobre la superficie libre, y el cambio total en $ desde un origen arbitrario hasta
cualquier punto de la superficie libre debera ser igual a la ecuacion :

o

e. Las distribuciones de presion para flujos sin efectos gravitacionales pueden ser
ploteadas en terminos de ( P -Po ), 0 en la forma adimensional

Para flujos con efectos gravitacionales sin superficie libre se utiliza para la distribucion
de presiones, la altura piezometrica :

o e! termino adimensional

Para flujos gravitacionales con superficie libre, la presion ply es una variable
conveniente para propositos de ploteo de la distribucion de presion.

f. Cuando la velocidad en el contorno alcanza un maximo y Juego decrece en la
direccion del flujo, ocurre una tendencia a separarse. Esta separacion se origina
como resultado de una desaceleraci6n local y la configuracion resultante del flujo
difiere del tlujo indieado para la red, por \0 eual, el metodo gratieo es inaplicable en
la region donde el flujo es afectado por la separaci6n.
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3.2 METODO POR ANALISIS NUMERICO

Capitulo III

Para los casos en los cuales la detenninacion de Ja configuracion de un flujo es
compleja debido a la fonna de los contomos, y no puede ser obtenida por los metodos
analiticos ordinarios, se recurre a los metodos numericos de integracion basados en el
calculo de las diferencias finitas. La aproximaci6n general requiere asumir una red de
valores \jI, ~, cuyos val ores son sistematicamente ajustados para satisfacer la Ec. de
Laplace y las condiciones de contomo. Este metodo solo ofrece soluciones particulares
pero es simple y puede ser facilmente adaptado a un computador.

Consideremos una malla cuadrada de lado a, sobrepuesta en el plano xy, de una
configuraci6n de flujo y sean los valores para \jI en las intersecciones 1, 2, 3, 4 iguales a
\jib \jI2, \jI], \jI4 respectivamente. ( Fig. 3.3a)

Q

a

Fig. 3.3 - Definicion de laforma l1umerica de la Ecuacion de Laplace.
(a) Cruce simetrico, (b) Cruce asimetrico.

Es caracteristica de la ecuaci6n de Laplace que si la malla es 10 suficientemente fina, el
valor de \jIo en 0 sera casi igual al valor numerico promedio de \jI(, \jI2, \jI], \jI4 como se
demuestra a continuaci6n.

Asumimos can un pequeno error que la variaci6n de \jI entre dos intersecciones
adyacentes de la malla es linear, entonces, para los puntas A y B tendremos :

~I IfII -Ifl0

a· x A a

~I
lfIo-lf/]

a· x B a
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y para el punto 0, tenemos :

a'lfl a'lfl- --Ia·x a·xA 8

a

En forma similar:

Capitulo III

por tanto si los valores \VI> \V2, \VL.. son correctos

( 3.2 )

Con los va)ores aproximados para \V la ultima ecuacion no sera satisfecha y el objeto
de las operaciones sucesivas es el de ajustar los valores de \V de tal forma que la ecuaci6n
sea satisfecha para toda la malla. De los varios metodos usados para el ajuste el que va a
ser descrito es el mas recomendable por su simplicidad.

Para este metodo y para el metodo grafico es necesario contar con suficiente
informacion CO:1- respecto a los Iimites incluyendo los Iimites dentro y fuera del flujo. Para
flujo permanente, los contomos s6lidos son lineas de corriente, y los contomos de
superficie libre son lineas de corriente de presi6n constante. En contomos dentro y fuera
del tlujo pueden haber Iineas que cruzan con velocidad constante, como en las regiones de
flujo uniforme 0 radial, 0 pueden haber Iineas simetricas que se extienden a 10 largo de la
configuraci6n del tlujo.
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EI procedimiento del amilisis numerico se describe con referencia a la siguiente figura :

P&«tH:N./&WmNl1UtNk.,.!.tI'MtrtrEH.I:IUU

---'--~-_._------.......~.

2D

Fig 3.4. - Flujo irrotacional a traves de un cilindro colocado entre
paredes paralelas.

Debido a Ja simetria de la figura solo se considera un cuarto de la misma :

A

SD

25

o
E

o
D

tee

Fig 3.5 - Flujo a traves de un cilindro entre paredes paralelas, por analisis numerico.
Relajacion de la mal/a. Las lEneas punteadas largas muestran la posicion estimada de las
3 fEneas de corriente y a partir de esta se obtienen los valores numericos iniciales en cada
nodo. Las lineas punteadas cortas estim basadas en un flujo de 90° en la esquina..
y'" Significa que la relajacion no altera el valor. (Vallentine, H.R., 1967)
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EI limite 0 contomo interior al flujo esta ubicado en la linea AE, normal a la direcci6n
del flujo en una regi6n donde la distribuci6n de veJocidad se asume es practicamente
uniforme. En el limite exterior BC la velocidad no es uniforme, las Iineas de corriente son
curvas y la velocidad varia en forma inversa con el radio, sin embargo, a 10 largo de esta
linea de simetria las tangentes a todas las Ifneas de corriente son paralelas al limite AB y
por tanto la aceleraci6n en direcci6n del flujo es cero.

Los otros Iimites AB y EDC son lineas de corriente. Estas son por tanto las
condiciones de contomo del problema. Los pasos que se siguen en este metodo son los
siguientes :

1. Se dibujan a escala los limites conocidos y se hace una distribuci6n arbitraria de los
valores de 'V sobre las lineas de corriente del contomo. En nuestro ejemplo la linea
central (C.L) longitudinal y del contomo del cilindro se toman como 'V = 0 y el plano
sobre la pared como 'V = 100.

2. Superponemos en el dibujo una malla rectangular de cuadrados iguales. Esta malla no
es la red de flujo. En cada intersecci6n de la malia, 0 nodo, se coloca un valor
estimado de 'V en ese punto. A 10 largo de los Iimites 0 contomos, los valores de 'V
deben estar de acuerdo con los valores conocidos.

En nuestro ejemplo, los valores de 'V varian uniformemente de 0 a 100 a 10 largo de
EA. A 10 largo de BC la distribuci6n de valores 'V no es unifonne pero pueden ser
asumidos, por simetria, si consideramos que las distribuciones de 'V son identicas para PQ
y P'Q'. Las tres Iineas de corriente dibujadas \jJ = 75, \jJ = 50 , \jJ = 25 nos dan una guia de
la estimaci6n de los valores interiores de 'V.

3. En cada nodo, asuma el valor de 'V y calcule el valor promedio de los cuatro valores
mas cercanos al nodo de acuerdo con la ecuaci6n :

Para relajar los nodos sobre el contomo BC, los ajustes realizados en la linea PQ son
colocados en los correspondientes nodos sobre la linea P'Q'. ( imagen ).

4. Un nodo puede tener uno 0 dos de sus brazos mas pequeftos que el espaciamiento
normal de la malla y los valores de 'V en los extremos de los brazos cortos tendnin una
influencia mayor que la nonnal sobre el valor central de \jJ. Para estos casos de
asimetria se deben hacer aproximaciones de ajuste y en lugar de usar la ecuaci6n
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anterior se debe utilizar la ecuacion que se obtiene del an<ilisis de la Fig. 3.3b anterior,
en la cual tenemos :

- espaciamiento normal del node a
- longitud de los brazos cortos Ala, A2a, respectivamente

y desarrollando en forma similar a la de la ecuaci6n (3.2) e incorporando las
aproximaciones

se tiene :

If I / Al + If 2 / ..1.2 + If3 + If 4

If0 = 1/ A, + 1/ ..1.
2

+ 2 ( 3.3 )

Por ejemplo, para el node R de la Fig. 3.5 que tiene un brazo corto AI = '/4 , aplicando la
ultima ecuacion se obtiene, con A2 = I :

esta ultima formula se usa para relajar el punto R.

5. Debido a que el valor \II de un nodo entra en el caJculo de \II de los cuatro nodos que 10
rodean, cada relajacion afecta a los cllatro nodos, es necesario efectllar la relajaci6n de
la malla varias veces hasta que el ajuste debido al relajamiento sea insignificante. En
el ejemplo de la fig. 3.5 se han realizado tres grupos de relajaciones.

6. La preCIsIon del procedimiento puede ser incrementada si se vuelven a dibujar los
limites y se sobrepone una malla mas fina sobre todo eJ tllljo 0 solo sobre un sector,
como se muestra en la siglliente figura. Los valores de \II para los nodos interrnedios
pueden ser interpolados.

96



GrMicos de Redes de Flujo Capitulo III
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Fig. 3.6. - Ancilisis numerieo. Poreion de la hoja de ecilculo de la mal/a relajada de la Fig.
3.5. Los valores grandes se obtienen del ancilisis de la mal/a. (Val/entine, HR., 1967)

los valores de \jJ7. Finalmente las lineas de corriente son dibujadas sobre la base de
ajustados y de esta forma se establece la configuracion del flujo.

1000
1000 ,LL.CLL.J.~tLL~~+LliL.~..LL..C.(.Lt:il.4U~~~~'LL..t.'Lf-'-~u 1000

o

600
555 544

400
291

200

_.+
5884

712 699

9811 - 06

727 121

I

883 860 855 849 840 827

115

200 ~2:.:30:-.+2:.:2~'--1-"--

40o~~--+-T

600

/0
I 0

Fig. 3.7. -Antilisis numerico. Porcionfinal de fa configuracion delflujo obtenida
por interpolaci6n. (Val/entine, HR., 1967)
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3.3 ANALOGIAS EXPERIMENTALES.

3.3.1. Analogia de la Membrana

Capitulo III

Una membrana fina elastica, tal como una lamina de caucho 0 una pclicula de jab6n ,
se supone puede ser encerrada dentro de una configuraci6n de forma adecuada, de manera
que los contomos tridimensionales de esa superficie correspondan 10 mas exactamente
posible a las lineas de corriente de una configuraci6n de flujo.

La ecuaci6n de la membrana puede escribirse :

!(X,Y,z) =0
6

z = !(x,y)

z

(a) .(b) (d

Fig. 3.8 - Fuerzas actuanda sabre una membrana.

En cada punto sobre la superficie, las fuerzas intemas elasticas 0 de tensi6n superficial
y cualquier fuerza externa presente estan en equilibria. Se asume que la membrana es tan
fina que su rigidez es despreciabJe, y que las fuerzas de gravedad no necesitan ser tomadas
en cuenta; el esfuerzo interne cr esta presente en todas las direcciones y es constante, y las
detlexiones se asume son tan pequenas que los esfuerzos secundarios debido a elias no
necesitan ser considerados.

Para un pequeno elemento ABeD de la s~per~cie, de dimensiones dx, dy (fig. 3.8b,c),
la magnitud de la componerite vel·tlcal de la fuel'Za lrltema actuando sobre el lado AB es
igual a:

v = aOysena
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siempre que a. sea pequeno.

Capitula rn

La magnitud de la camponente vertical actuando sobre el lado CD es igual a :

de tal forma que la fuerza neta hacia arriba sabre los lados AB y CD es :

En forma similar la fuerza neta hacia arriba sobre los lados BC y DA sera igual a :

Si existiere un exceso de presion, L\p, actuando sobre la parte interior de la membrana,
para que haya equilibria vertical del elemento debera cumplirse que:

( 3.4 )

esta ultima ecuacion es la EcuacioD de Poisson.

Las ecuaciones de Navier-Stokes, para tlujo viscoso en regimen permanente a 10
largo de un conducto con area seccional cualquiera, en la direccion z, tiene la siguiente
forma:

(constante)

siendo igual a cera el valor de Ja velocidad w en todos los puntos del contomo del
conducto.

Una membrana alargada a traves de un plano que tenga la forma del contomo de un
conducto y que ha sido extend ida por un exceso de presion interna L\p, tal que, para
cualquier escala :

!1p =_0/ dp/
/ J.1 I dz
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formani una superfieie euyos eontornos 0 !ineas de altura eonstante, z, corresponden a la
linea de veloeidad eonstante, w, sobre la seeei6n del eondueto.

Si .:\p = 0 , la eeuaci6n (3.4) se transforma en la Ecuacion de Laplace.

en la eual, z puede ser eonsiderada en forma amiloga como \jI 0 cI> en flujo irrotaeional.

En la analogia para flujo viscoso deserita anteriormente, la membrana es alargada a
traves de la trayeetoria del flujo; en la analogia para flujo bidimensional irrotaeional la
membrana es extend ida de tal forma que su proyecei6n se situa en el plano del flujo. Por
ejemplo si z representa a \jI en eualquier eseala, resultani una contiguraci6n de flujo
paralelo a la corriente si usamos un plano de la membrana de ancho constante, extendido
en Ja direcci6n del flujo, pero inclinado en una direeci6n normal a aquella del flujo. Los
eontornos 0 !ineas de igual valor z vendrian a ser !ineas paralelas en la direcei6n del flujo,
igualmente espaeiadas en el plano.

La superticie de la membrana no debe coincidir necesariamente en un solo plano. En
la siguiente tigura se muestra un ejemplo de membrana no-planar utilizada para determinar
la eontiguraei6n de un flujo irrotacional en una contracci6n simetrica.

==-F-~_--=t=:S: ~:L_____ ___J"

------,..,.-- ::=/--------//
-----

(a)

y

....------"-----

(b)

x

Fig. 3.9. - Uso de /0 ana/ogia de /0 membrana para determinar /0
conjiguracion de un jlujo en una contraccion simetrica. (Vallentine,
HR., 1967)
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3.3.2. Analogia Electrica

Capitulo m

El flujo de corriente electrica en un conductor bidimensional es amilogoa un flujo
irrotacional. EI potencial electrico V corresponderia a , y las componentes E., Ey del
vector de resistencia de campo E corresponderian a u, v respectivamente. Las ecuaciones
re/evantes en la teoria del campo elt~ctrico son:

Ev =8/&
Una placa de material conductor, 0 una placa banada con electrolito esta en condicion

de representar un contomo similar al de una configuracion del flujo a ser investigado. Si
se establece una diferencia de voltaje a 10 largo del conductor, entre el flujo a la entrada y
salida del contomo, se obtendra una configuracion del potencial geometricamente similar a
aquella en el fluido. Un voltimetro 0 potenci6metro podra utilizarse para determinar la
Jocalizaci6n de las lineas de potencial constante.

Si se establece una caida de voltaje a traves del flujo entre los limites que representan
los contomos s6lidos, el voltimetro podra utilizarse para localizar un grupo de lineas
ortogonales al primer grupo, 0 sea, se determinarian las !ineas de corriente.

( a)

Aislador Conductor

(b)

Aislador

Fig. 3.10 - Analagia Electrica.
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3.3.3. Aoalogia de Flujo Viscoso

Capitulo 1II

En un flujo viscoso entre dos placas horizontales paralelas separadas una pequefia
distancia, la distribuci6n de velocidad es parab6lica. Para pequefias velocidades ( creeping

= plasticas ), la velocidad media en cualquier regi6n dentro de las pJacas es proporcional al
gradiente de presion, tal que, aproximadamente tendriamos :

u=-k
8%

sustituyendo estos valores en la ecuaci6n de la continuidad tenemos :

o sea, que la presi6n es amiloga al potencial de velocidad de un tlujo irrotacional. Hele
Shaw demostr6 la apJicaci6n de este metodo para la determinaci6n de la configuraci6n de
un tlujo irrotacional, para ello, hizo tluir lentamente entre dos placas de vidrio separadas
en una pequefia distancia, un fluido transparente. A continuacion a intervalos regulares
agrego en forma continua, una tintura a 10 largo del contomo interior del tlujo y luego se
observaron las trayectorias 0 huellas que aparecen en el fluido y que corresponden a las
lineas de corriente. Esto se puede reaJizar para cualquier tipo de contomo u objeto
sumergido entre placas paralelas como se muestra en la figura.

=

Fig. 3.11 - Conjiguraci6n de un jlujo a traves de un ci/indro.
(Lamb, H,1945)
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Existe una ligera discrepancia en la vecindad de los contomos, en los lugares donde la
distancia desde los contomos es del mismo orden del espaciamiento entre placas. Para
reducir 0 minimizar esta discrepancia se debe disminuir el espaciamiento entre placas.

3.4 REDES DE FLUJO

Se ha demostrado que la configuracion de un flujo bidimensional puede ser
representado gnificamente por un conjunto de lineas de corriente que dividen al flujo en
un numero de fajas 0 canales de igual razon de flujo oQ.

Debido a que oQ = 0\11 , el cambio de flujo entre una linea de corriente y la siguiente
tendril un dy constante en toda la configuracion del flujo.

Si el espaciamiento lateral de la linea de corriente en la region fluida es on entonces la
velocidad en ese punto es aproximadamente igual a :

V=t5(2=8/.jJ
8n 8n

Debido a que oQ = constante, la velocidad es inversamente proporcional a On.

Si el flujo es irrotacional la configuracion del tlujo puede ser representado con igual
precision por medio de lineas de potencial constante escogidas de tal forma que el cambio,
ocjl, desde una linea equipotencial a la proxima sea constante.
En cualquier punto :

aproximadamente, donde os es el espaciamiento entre lineas equipotenciales y s se mide a
10 largo de la linea de corriente que pasa por el punto.

Si las familias de lineas de corriente y de lineas equipotenciales son graficadas en una
misma figura, la red resultante de las Ifneas se la conoce como RED DE FLUJO, y en la
region para cualquier punto seleccionado, la velocidad estil dada por las ecuaciones :
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Si como es usual, las lineas , y las lineas \II son seleccionadas de tal forma que 0'=0\11;
de acuerdo con la ecuaci6n anterior, en la vecindad de cualquier punto, os = on, el
espaciamiento de las lineas \II sera igual al espaciamiento de las lineas ,. Debido a que, y
\II se interceptan en angulos rectos la configuraci6n resultante es una malla de cuadrilateros
ligeramente distorsionados por la curva del flujo, pero aproximandose a la forma de
cuadrados cuando el numero de !ineas \II es incrementado.

A continuaci6n se enumeran algunas caracteristicas de las redes de flujo :

(I). Las redes de flujo se sustentan en la asunci6n de flujo irrotacional, y no es
necesario que el flujo sea permanente.

(2). SoJo existe una configuraci6n de flujo posible para un grupo de condiciones de
contomo, y la red de flujo si es graficada correctamente representara a esta configuraci6n.

(3). Las lineas de, interceptan a las !ineas \II formando angulos rectos.

(4). Las figuras que forman las malJas son aproximadamente cuadradas, tienen iguales
sus medianas y forman angulos de 900

, excepto en los puntos de estagnaci6n y en los
puntos de velocidad te6rica infinita.

(5). En regiones de flujo uniforme los cuadrados son de dimensiones iguales. En flujo
divergente estas dimensiones aumentan, y en flujo convergente disminuyen en la direcci6n
del flujo. Los espaciamientos de <jl y \jJ son iguaJes e inversamente proporcionales a la
velocidad en cualquier punto.

(6). Las dimensiones de los cuadrados disminuyen en el sentido de las curvas interiores
(Fig. 3.12),0 sea, disminuye el radio de la linea de corriente en un flujo curvo debido a que
en un flujo irrotacional alrededor de una trayectoria curva el producto de la velocidad por
el radio es constante.

Vr = constante

1
e5noc-ocr

V
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Fig. 3.12 - Flujo irrotacional en una trayectoria curva. Vr=constante.

La ventaja del concepto de red de flujo radica en que se basa en un metodo grafico
simple de prueba y error, para detenninar la configuracion de un flujo para ciertas
condiciones de contomo.

3.5 CONFIGURACIONES ESTANDAR DE FLUJOS

A partir de una configuracion se puede obtener las distribuciones de presion y
velocidad en funci6n de las relaciones de sus dimensiones lineares, sin embargo, en

. muchos casos es mas ventajoso, en la investigaci6n de las caracteristicas de un flujo
particular, obtener si es posible, expresiones matematicas generales para las distribuciones
de presion y velocidad. Un metoda muy utilizado para el tratamiento matematico de
algunas configuraciones de flujo bidimensional es el metodo de la "transformacion
conforme". Existe otro metodo, en el cual la configuraci6n requerida es desarrollada por
combinaci6n simple de configuraciones estandar, que 10 vamos a tratar a continuacion.

Primero establecemos las funciones ~, \jI para cuatro combinaciones elementales de flujo
irrotacional bidimensional que son: flujo uniforme, fuente (0 sumidero), v6rtice y doublet.
En funci6n de estas configuraciones se han efectuado algunas combinaciones y encontrado
las siguientes configuraciones de interes practico :

Fuente y Sumidero
V6rtice par
Fuente y v6rtice ( v6rtice espiral )
Fuente y flujo uniforrne ( flujo a traves de un cuerpo semisumergido )
Doublet y flujo uniforrne ( flujo a traves de un cilindro )
Doublet, vortice y flujo uniforme ( flujo a traves de un cilindro con circulaci6n )
Fuente, Sumidero y flujo uniforme (flujo a traves de un cuerpo de Rankine)
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Estas configuraciones permiten obtener soJuciones cuantitativas para algunos
problemas y rapidas soluciones cualitativas para otros en los cuaJes, las configuraciones
pueden ser representadas en forma aproximada por una combinaci6n de configuraciones
estandar de flujo.

Flujo Uniforme

Para flujo uniforme, 0 paralel0, regimen constante, e irrotacional, con velocidad V,
inclinado un angulo a. con respecto al eje x (Fig. 3 .J3), tenemos :

8¢ 81f!
u = Vcosa =-=-ax 8y

8¢ 8 If!
v = Vsena =- =--

8y ax

¢ = V(xcosa + ysena)

= ux + vy

If! = V(y cosa - xsena)

= uy - vx

Las constantes de integraci6n han sido omitidas para las expresiones de ~, \II; tales
constantes no afectan a la configuraci6n de las Hneas de ~, Y \II es usual omitirlas en
tratamientos generales. Sj estas constantes son requeridas podran ser evaluadas, en base a
valores numericos conocidos de ~ (0 de \II) en algun punto definido en la configuraci6n del
flujo.

En coordenadas polares las ecuaciones anteriores tendran la forma:

~ = Vr ( Cos8 Coso. + Sen8 Sena ) = Vr cos (8 - a)

y = Vr ( Sen8 Cosa - Cos8 Sena) = Vr sen (8 - a)
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v

Fig. 3.13 - Flujo uniforme a un cmgulo a con relacion al eje x.

Los casos especiales de flujo p:lralelo al eje x 6 y se obtienen por sustituci6n del valor
apropiado de Cl.

Fuente

Si la configuraci6n de flujo en el plano x-yes radial a partir de un punto y simetrica en
todas las direcciones en el plano de referencia, a este punto se 10 conoce como "fuente
simple",(Fig.3.14). Si el flujo es radial hacia el punto es conocido como "sumidero". Las
Fuentes y sumideros son conceptos matematicos que no poseen una contrapartida en la
naturaleza, as!, la fuente involucra la creaci6n continua de fluido en un punto, y el
sumidero la evacuaci6n continua de fluido en un punto, y las velocidades en esos puntos se
aproximan a valores infinitos.

x

-.........

Fig. 3.14. - Fuente en el origen; If = iL f) = m f) (Milne Thomson, 1968)
2n
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La importancia y el valor del concepto de fuente y sumidera radica en el hecho de que
por combinaci6n con otras configuraciones mas simples se pueden obtener configuraciones
mas complejas que representen configuraciones de flujos que ocurren en la naturaleza.

La fuerza de una fuente es definida como el flujo total por unidad de tiempo Q;
para un sumidera la fuerza es - Q.

A cualquier radio r desde un<l fllente, si la velocidad tangencial va es cera, entonces :

v = ~ 8¢ = 8lf1 = 0
e r 8e 8r

esto quiere decir que, ~ varia solo can r; y \jJ varia solamente con e.

De la ecuaci6n ( 1.16 )
8¢ 1 81f

v =-=--
r 8r r 8e

Q 8¢ 1 81f
v =--=-=--

r 2m- 8r r 8e

Qlnr
¢=--=mlnr

21(

Ifl =.J;L =me
21(e (3.5)

donde, m = R es una constante para una fuente dada.
21(

Como se ve en la Ec. (3.5) 1:1 funci6n \jJ es ciclica, yes necesario que aeste restringida
al rango entre 0 a 21t (eJ origen es un punto singular), 10 cual puede hacerse introduciendo
una barrera imaginaria que se extiende desde el origen a 10 largo del eje positivo x. Esta
barrera no es un obstaculo para el flujo y sirve para convertir la region doble conectada a
simple conectada, como se muestra en Ja figura. EI valor de \jI sobre la cara superior de la
barrera es igual a cera, y en la cara inferior es igual a \jJ =21t.
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o
• Xl

\jI =mS'

x
X

Fig. 3.15. - Fuente en un Punto P(x"y,) (Milne Thomson, 1968)

Las Iineas <I> constante son circulos concentricos centrados en la fuente, y las Jineas de
\II constante son lineas de 8 constante, 0 sea, de radio constante.

Puede verse que el flujo que sale de entre cualquiera de los radios \jI\ , \jI2 cuyas
direcciones son 8. , 82 , es igual a :

1 OlfoQ = v roO =--roO =all,
r r 00 .,..

que es una relaci6n entre Q, \jI establecida en la ecuaci6n, oQ =O\jl

En coordenadas cartesianas :

-I(Y)If =m· tag -;

mx mx
U =vr cosO =-2 = 2 2

r x + Y
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my my
v=vr sen()=-2 = 2 2

r x + y

Para Ja fuente en el punto P(XI , Yl), en la Fig 3.15 tenemos :

y-y
If = me'= m· lag-I __I

x-x,

(3.6)

Capitulo III

Para un sumidero, el cual no es otra cosa que una fuente negativa, los valores de 4>, \I' estan
dados por las ecuaciones (3.6) precedidas por el signo negativo.

V6rtice lrrotacional

Una configuraci6n de flujo enla cual sus lineas de corriente son circulos concentricos,
se fa conoce como vortice circular. Si las partfculas del fluido rotan 0 revolotean alrededor
del centro del v6rtice, se dice que es rotacional 0 forzado; si las particulas no rotan, el
vortice es irrotacional 0 libre. Este es el que consideraremos. Un ejemplo de tipo de
vortices es el huracan 0 tornado.

r

Fig. 3.16. - Flujo en Trayectoria
curva

En el calculo de la distribuci6n de velocidad en el v6rtice irrotacional se debe
considerar el hecho de que la presion debido al efecto centrffugo varfa radialmente, y de
que la Ec. de Bernoulli se aplica a traves de las lineas de corriente, 0 sea radialmente.
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En la Fig. 3.16 la aceleracion centripeta (V;rdel elemento del ftuido es igual a ia presi6n

neta actuando radialmente hacia adentro, dividido para la masa. Si eJ area seccional media,
del elemento del fluido en el plano normal al radio es dA, entonces :

r

Fuerza
=

Masa

dpdA

J...dAdr
g

2
dpg Vo= =
ydr

2

dp =~dr
y gr (3.7)

La Ecuacion de Bernoulli para flujo en un plano horizontal es :

p +~ =cons tan te
r 2g

. dp _ V () dv Ii _ 0..------
y g (3.8)

De las Ecs. (3.7), (3.8) tenemos :

v/ dr + v() Dv0 =0
gr g

... vo·dr+rdvo=O

Vo . r =C(cons tante)

La resistencia, K, del vortice se define como:

K = 2n Va r = 2nC

Siendo positiva en forma convencional, para flujo en sentido antihorario.
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Debido a que el flujo no es radial, tenemos :

v = o¢ = ~ Olf! = 0
r or r oB

1 d¢ dlf!
VB =--=--

r dB dr

Capitulo III

En la Fig. 3.17a , se ve una fuente con las lineas ~, \jJ intercambiadas. As! como \jJ en
la fuente, ~ para el vortice irrotacional es una funcion ciclica que debe tener un solo valor a
10 largo del eje x positivo, siendo ~ =0 sobre la cara del eje, y cjl = K debajo de Ja cara.

En teoria de vortice irrotacional la relaci6n Ve r = C da lugar a que Ve se aproxime a
infinito cuando r se aproxima a cero. En vortices de fluidos reales despreciando los
efectos de viscosidad, un filamento central del fluido rota casi como un solido, y la
velocidad, Ve, se incrementa linealmente con el radio, desde el valor cero en el eje, hasta la
region exterior del filamento, donde ocurre la transicion de distribucion de velocidad
rotacional a irrotacional, segun la Fig 3.17b.
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k
,p=-B=CB

2:r

k
l// = -Blnr = -Clnr

2:r

(a)
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y

...
I,,
I
I

I
I I

I I
_ _ _1 •

: r+-Region .-
.,....-....' ~

I ,

\, flujo flujo
~rotacional irrotacional

(b)

Fig. 3.17. - (a) V6rtice lrrotacional en el origen, (b) V6rtice lrrotacional con
un nucleo con V6rtice Rotacional. (Applied Hydrodynamics, 1967)

Circulacion

Es conveniente introducir el concepto de "circulaci6n", [' que es de mucha importancia
en la teoria de aerofolios, bombas, turbinas, ventiladores. La circulacion se la define como
una integral de linea del vector velocidad alrededor de una curva cerrada dentro de un
fluido.

EI integral de linea L, del vector velocidad entre los puntos A y B de la figura 3.18a, es
igual al integral del producto del elemento linea ds por la componente, Vcosa. , de la
velocidad en la direccion de Os:

B

LAB = fV cosa· ds
A
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B

L= fVcosads
A

(a) (b)
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r =1Vcosa ds

Fig. 3.18. - Linea Integral de Velocidad y Circulaci6n.

Si la eurva es eerrada ( Fig. 3.18b ), at integral de linea se 10 conoee como Circulaci6n :

r = fV cosa· ds

Las dimensiones de r son pies2
/ seg.

La cireulaci6n calculada alrededor de una linea de corriente de un v6rtice irrotaeional
mide la intensidad del v6rtiee, 0 sea:

la eual es independiente de r. Por 10 tanto, la eireulaei6n alrededor de todas las Iineas de
eorriente del v6rtiee es eonstante e igual a la resistencia del v6rtice.

En la Fig. 3.17a , la trayeetoria ABeD eonforrnada por arcos y Iineas radiales, es una
eurva para la eual la cireulaci6n es cero :

por tanto vr es una eonstante para v6rtice irrotaeional.
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Capitulo IV

HIDRODINAMICA DE UN CUERPO MOVIENDOSE
EN REGIMEN PERMANENTE.

4.1 CONSIDERACIONES GENERALES

Consideraremos el eomportamiento del flujo de un fluido real (agua) euando esta
influeneiada por el movimiento de un euerpo solido sumergido (submarino). Se ha tornado
un euerpo sumergido para evitar la influeneia de la superfieie Iibre. Este euerpo se mueve
en regimen permanente.

Se asume que la region fluida es de grandes dimensiones con 10 eual no hay neeesidad
de analizar las influencias de los Iimites de la region, 0 sea se trata de una region fluida
infinita. Cuando se habla de region fluida infinita esto implica la no existeneia de
superfieie libre y por tanto no habnin efectos de resisteneia de ola.

Para caraeterizar el fluido objeto de nuestro estudio haremos las siguientes
consideraeiones: es homogeneo, ineompresible, y no se consideranin los efectos de
temperatura. Adoptaremos un sistema de referencia coordenado fijo al cuerpo, de esta
forma si el cuerpo posee movimiento rectilineo y uniforme el fluido se moved con una
veloeidad constante.

v=o

z y
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Fig. 4.1. - (a) Sistema de Referencia Fuera del Cuerpo;
Referencia Fijo at Cuerpo.

(b)

(b) Sistema de
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Analizando 10 que sucede cuando un tlujo atraviesa un cilindro :
y

Capitulo IV

91<1. Flujo simetrico
con respecto a x i y.

x No hay descolamiento.
Esta situacion es
semejante al flujo en
un medio fluido ideal.

y

1<91<30
Aparecen dos vortices

x los mismos que estan
ubicados en la parte
posterior del cilindro.

y

x

40<91<4000
En la region posterior del
fluido aparecen vortices
altemados ubicados en
forma mas 0 menos
ordenada. Estos son los
vortices conocidos como
Karman-Vortex.

y 103 <91<105

En la region posterior del
cilindro, el movimiento del
fluido es completamente
desordenado. Esta region
de torbellinos se conoce
como region de estela
(wake) y se extiende hasta
los puntos T
aproximadamente.
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x
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91> 105

La region de estela se
desarrolla completamente
y avanza hasta los puntas
T.

Fig. 4.2 - Flujo a traves de un cilindro.

La secuencia de figuras mostradas nos hacen ver como influye la viscosidad en el
flujo. Del esquema anterior se deduce que cuando R<l la configuraci6n del flujo es
identica a la del fluido ideal, y si adoptamos la teoria potencial tendremos :

2

I(Z) == U(Z + r O
)

Z

donde z== X + iY == re iB

De acuerdo con el Teorema de Blasius la fuerza hidrodinamica actuante es nula, pues :

. ip 1 2
F == X + I Y == - ~ w dZ == 0

2 .

donde
d(

w== -'-
dZ

10 cual nos permite concluir que el modelo aproximado basado en la teoria potencial,
adaptado para el amilisis del flujo cuando 1Jl< I, no es satisfactorio, debido a que existe
realmente una fuerza hidrodinamica actuando sobre el fluido.

Esto se debe a que si IJl es pequeno, las fuerzas de origen inercial seran tambien
pequenas comparadas con las fuerza de origen viscoso que pueden ser despreciadas, pero,
justamente Ja teoria pOlencial se ocupa del calculo de las fuerzas de inercia y por esle
motivo resulta nula.
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La fuerza hidrodinamica actuando en el cilindro cuando 91<1 resulta de la interaccion
existente entre las particuJas fluidas debido a la existencia de viscosidad, Y la definimos
como:

Rf = fuerza de arrastre.

Si analizamos cada uno de los tlujos esquematizados en la figura anterior obtendremos
para cada caso, que la fuerza hidrodimimica medida sera completamente diferente para
cada flujo. Esto se debe a la siguientes razones :

I. R( asume valores diferentes porque la parte del cilindro que no experimenta la
separacion es diferente en cada caso, y como R( es funcion del area en contacto directo
con el tluido no separado, es de esperarse que sus valores sean diferentes.

2. Debido a la separacion del fluido surge una fuerza opuesta al movimiento que resulta
del efecto de la presion sobre la superficie del cilindro.
La separacion (aumenta la velocidad) dara lugar a 1a formacion de una zona de baja
presion en la cara posterior del cilindro. A esta fuerza la denominaremos :

Fuerza de presion viscosa = Rpv

Sin embargo, debemos notar que las fuerzas R( y R pv poseen un mismo origen viscoso
y tenemos que:

Fuerza 0 resistencia viscosa = Rv = Rr + Rpv

Analicemos ahora un hidrofoil. Si solo consideramos las fuerzas de origen viscoso, la
fuerza de presion viscosa seria practicamente nula, y solamente estaria actuando la fuerza
de arr3stre.

y

)

)

Fig. 4.3 - Lineas de corrie1lle
en lorna a un hidrofoil con
pequeno cmgulo de incidencia.

x No ocurre el fen6meno de
descolamienlo.

)
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• Teorema de Cauchy-Bernoulli

Si al hidrofoiJ de la Fig. 4.3 se Ie inclina un cierto angulo con relaci6n al flujo, existirfa
la posibilidad de que ocurra el descolamiento con la consecuente aparici6n de Rpv .

Por todo 10 anterior podemos lIegar a la siguiente relaci6n :

donde:
I = longitud caracterfstica

PI, P2 = parametros que definen la forma del cuerpo (a, lib, )

La fuerza de arrastre Rv actua oponiendose al movimiento, 0 sea, en la direcci6n x, y
sus componentes son las unicas fuerzas presentes para el caso del cilindro. Para eJ caso del
hidrofoi I aparece una fuerza normal al flujo.

AI anaJizar la figura del hidrofoil se observa que no existe simetrfa con respecto al eje, e
interpretando el concepto de linea de corriente y con la ayuda de la ecuaci6n de
continuidad y del teorema de Cauchy-Bernoulli' se deduce que esta fuerza debe tener el
sentido de Y positiva. A esta fuerza la denominaremos :

L = fuerza de sustentaci6n

Para la caracterizaci6n de esta fuerza, la forma del cuerpo desempena una funci6n
importante, y podemos escribir :

L = L (p, U, I, pI, P2)

A continuaci6n se presenta un cuadra que resume el tipo de fuerzas que acruan sobre
un cuerpo moviendose en regimen permanente en una regi6n fluida infinita:

I FUERZAS ]
I.. •

FUERZAS DE FUERZA LATERAL
ARRASTRE Rv (sustentaci6n) L

I.. •
RESISTENCIA DE RESISTENCIA DE

FRICCION Rf PRESION Rpv

o¢ I 2 F( )-+-v +U+P= 1
01 2

Para un f1uido ideal en un campo de fuerzas que derivan de un potencial v, can velocidad que se deriva de un

potencial cIl, existe una funci6n F(t) constante en cada instante para todo el flu ida.

119



Hidrodimimica en Regimen Pennanente

Es importante considerar :

Capitulo IV

J. No obstante los razonamientos efectuados en terminos de una teoria bidimensional, los
resultados y conclusiones generales son validos para el caso tridimensional

2. AI estudiar la teoda de la Ala aparecera otra fuerza, la fuerza inducida, pero e~ta posee
mecanismos identicos a los de la fuerza tipo L.

3. La fuerza de empuje no fue incluida debido a que esta es de origen hidrostatico.

4.2 TEORIA POTENCIAL APLICADA AL ESTUDIO DE LA HIDRODINAMICA
DE LOS CUERPOS.

De las fuerzas obtenidas anteriormente, podemos observar que solamente la fuerza de
tipo L (sustentaci6n) podra ser analizada con la ayuda de la Teorfa Potencial, las demas
tienen como origen primario a la viscosidad, sin embargo, es importante introducir los
conceptos de teoda potencial, no solo para analizar las fuerza de tipo L sino tambien como
una introducci6n a casos que son completamente analizados usando esta teoda.

Consideremos un fluido ideal, 0 sea, no viscoso, incompresible, homogeneo, con flujo
irrotacional

V'xv=o
.....

donde V = (u, v, w) define al campo de velocidades. Entonces existe una funci6n,
<I>(x, y, z) potencial de velocidad que es unico, de tal forma que:

.....
V'<1'(x, y, z) =Vex, y, z)

Consideremos ahora un flujo bidimensional. Si este flujo satisface las condiciones
anteriores podemos asociar al flujo una Funci6n Analitica', la misma que puede ser
expresada por una serie de potencias convergentes, por ejemplo:

• Funcion Analftica

Sea Z una variable compleja Z = X+iY , Y w = w(Z) una funci6n compleja
w(Z) = <1> (x, y) + i\fJ (x, y)

Se dice que w es una funci6n analftica si las Ecuaciones de Cauchy-Riemann son satisfechas, esto es
O¢ olfJ O¢ d'f'
a;= oy ; ay=-a;

Las funciones <1>, \fJ son conjugadas arm6nicas donde :(\7
2

<1> =0)
en la region fluida

\7 2'f'=0

Nota: Si f = u + iv, Y f es analftica entonces u, v son arm6nicas y son llamadas conjugadas

arm6nicas. Si u es arm6nica: a2
u + a2

u =0
ax 2 0'2
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por Ej :
00

f(Z)= I>k(x-xo)K
K=O

donde f(2) : es Hamada potencial complejo

Capitulo IV

2 = X + iY = rei8

Re[(j(Z)] = <1>(x,y)

Im[(j(Z)] =<1>(x,y)

variable compleja definida en toda region fluida tal que:

= potencial de velocidades

= juncian de corriente

df(Z) . I"d d I .--=U - IV =ve OCI a comp eJa
dZ

Segun Cauchy-Riemann

df(Z) =~ (eD + i'fl) = oeD + i o\f' =: o'fl _ i O<!>
dZ dZ ox ox oy Oy

EI anal isis de flujos potenciales en dos dimensiones se faciJita grandemente con el uso
de la variable compleja.

Cauchy-Riemann:

de donde:

oeD o'fl
u=-=:-

ox Oy

oeD o'fl
-=:-

ox Oy

oeD o'fl
v=:-=:--

Oy ox

oeD o'fl
-=:--

Oy ox

Condici6n Cinematica:

En la superficie que limita a la region fluida, la condicion cinematica que debe ser
satisfecha es que la componente normal de la velocidad relativa se anule, esto es, si :

F(x,y,z) = 0
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es la ecuaci6n de la superficie, que puede ser inclusive la superficie del cuerpo, entonces :

10 que es equivalente a :

a<t>
v =-=0

n an

DF =0
Dt

en F(x,Y,z)=O

en F(x,Y,z)=O

D a a a a
donde - =- + <D - + <D - + <D es la derivada sustantiva de una funci6n

Dt at ;r ax Y By Z az

Conservaci6n de masa:

Otra condici6n que debe satisfacer el flujo es el principio de la conservaci6n de la
masa:

en la regi6n fluida, 0

en Ja region fluida(Ec.de Laplace

Ademas, dentro de la teoria potencial se puede obtener la presi6n a partir del teorema
de Cauchy-Bernoulli

P l( 2 2 2)- + gZ + 2 <t>;r + <t> Y + <t> z = cons tan te
p

4.3 POTENCIAL DE VELOCIDADES.

Para analizar el flujo generado por el movimiento de un cuerpo y para el calculo de las
fuerzas hidrodinamicas, es necesario la detenninacion del potencial de velocidad. '

Como la regi6n fluida considerada es infinita y el cuerpo se mueve con velocidad
constante D, segun un sistema de coordenadas fijo al cuerpo, el potencial de velocidad
estara dado de manera general par:

<t>(x,y,z) = U;r +tp(x,y,z)
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donde <p (x,y,z) = potencial de perturbaci6n

Capitulo IV

La determinaci6n de <I> (x,y,z) se hara a traves del problema de valor de contomo y de las
relaciones :

Conservaci6n de Masa

Condici6n CinemMica OF =0 }
Ot .

51

o<I> = v =0an n

continuidad en la region fluida

2 2 2 1/
r =(x + y + Z )12 ~ 00

F(x,y,z)=O

cond ici6n particu larizante

4.3.1 Cilindro de secci6n circular de radio = f o

- El potencial complejo de velocidad esta dado por :

de aqui se puede obtener el :

- Potencial de velocidad :

2Uro x
CD(x, y) = 91e[f(Z)] = U x + 2 2

X + Y
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- Funci6n de corriente :

Ur 2 y
\}J(x,y)=3m[f(Z»)=U y - 2 0 2

X + Y

- Velocidad compleja :

. dj(Z) r0
2

w(Z)=U-1V=--=U--
dZ Z2

Capitulo IV

Las lineas de corriente se obtienen haciendo \f = constante y cuando \f=O se obtiene la
ecuaci6n del contomo de cilindro

2 2 2
X + Y =ro

4.3.2 CUindro de seccion circular en presencia de vortice: Radio = ro

El potencial complejo sera obtenido sumando los potenciales complejos de eada efeeto:

j(Z) = U(Z + r0
2

J+ i~ IOg(!.-)
Z 2;r ro

Existe una infinidad de diferentes flujos eorrespondientes a diferentes valores de

, donde r = eirculaei6n

Si --.!.:- = 0 se obtiene el caso anterior.
Uro '

r
A eontinuaci6n se presentan esquemas de Iineas de corriente para diversos valores de

Uro
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)

r
0<- < 471"

Uro

y

y

~rI----+--I---+---00--" X

x

x

x

y

~":::;"-+--+---+--+-----JI--~_

[
Fig. 4.4. - Lineas de Corrien/e para diferen/es 

Uro

Cuando [:;t:O la simetria de las Iineas de corriente no se mantiene con relaci6n aJ eje x.
La velocidad del f1uido en la superficie del cilindro esUl dada por :

V'<D = V

:. (Q<1) + ~ 8<1» = -2USenB _~
8r r 8() r=rn 21!Yv

siendo igual a cero cuando:
[

Sen()=---
4Jr Uro

Los puntos de estagnaci6n 8 1, 8 2 cuando r=o, sobre el eje x, se rnu~ven a medida que
rlUro toma valores diferentes, explicados a continuaci6n :
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Para rlUro > 4n la velocidad es diferente de cero en todos los puntos del cilindro, el
punto de estagnacion no pertenece al cilindro y su posicion sabre la recta, e == -n12 se
obtiene haciendo :

(~ a<D) _0
r ao 8='!.

2

desde que 0<1> I ar == 0 sabre esta recta. El otro punto de estagnacion esta dentro del
cilindro.

4.3.3 Cilindro de Secci6n Circular en presencia de una Fuente.

En este caso haremos U == 0 y colocamos una fuente de intensidad (J a una distancia d
sobre el eje de las x, siendo d>ro == radio del cilindro. Para estas condiciones el potencial
de velocidad compleja se expresa por :

(5 (5 ( ro
2

) (5!(Z)=-ln(Z-d)+-ln Z-- --lnZ
2:r . 2:r d 2:r

y debe satisfacer las condiciones de contorno.

A partir de este potencial complejo se pueden obtener el potencial de velocidad, la
funcion de corriente, y el campo de velocidad. AnaJizando el potencial complejo es facil
identificar el primero y el segundo termino como fuentes localizadas en xJ=d y x2==r0

2 Id;
los puntos X" X2 se conocen como puntos inversos 0 imagenes con relacion a la
circunferencia de radio ro; y el tercer termino como un sumidero localizado en el origen.

£1 potencial complejo puede escribirse en la forma:

!(Z)=~ln(Z_d)+~'n(ro2 -dJ
2:r 21< Z

donde el primer termino :
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representa una fuente en el punta XI =d; Yel segundo tennino es :

donde ;; (Z) = conjugada de II (Z)

feZ) = Z ~ feZ) = Z

feZ) = iZ ~ feZ) = -iZ

de ahi tenemos que:

feZ) = J; (Z) +7("~)

Capitulo IV

La expresion anterior corresponde at Teorema del Circulo presentado por Milne
Thompson que dice: "Sea f,(Z) el potencial complejo de un flujo bidimensional el cual no
presenta singularidades cerca de la region de interes. Si un cilindro de seccion circular de
radio ro es introducido en el potencial complejo, el flujo resultante esUl dado por :

I(Z) = J; (2) + ~r~Y

127
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5

TEORIA DE OLAS

Capitulo V

EI comportamiento de las alas y su generaci6n constituyen uno de los problemas de la
naturaleza mas dificiles de entender.

Las olas pueden ser causadas por ciertas perturbaciones artificiales, tales como:

Movimientos de embarcaciones,

*

*

*

*

Explosiones,

Movimientos terniqueos,

Mareas y

Vientos.

Las olas producidas por los vientos son las que interesan mas a los ingenieros debido a
que influyen en el disefio de estructuras marinas. Generalmente las alas causadas por las
mareas son de poco interes a no ser que se trate de olas de tipo solitario 0 de crestas altas
que ocurren en determinadas localidades.

5.1 FORMACION Y GENERACION DE OLAS.

Las olas se manifiestan en forma de ondulaciones superficiales que ocurren en
intervalos peri6dicos, excepto cuando se tratan de olas de traslaci6n y de olas solitarias u
olas simples de traslaci6n, que no presenta ninguna depresion debajo del nive! de agua
tranquila.

La ola mantiene su forma hasta cierto calado y por tanto el calado del agua es un factor
importante a considerar en el estudio de olas.
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5.1.1 Olas de Agua Profunda.

Capitulo V

Son olas que ocurren en aguas que tienen un calado mayor que la mitadde la longitud
de onda.

A
d>

2

A esta profundidad el fonda no afecta al movimiento de las particulas.

5.1.2 Olas de Agua Rasa

Son alas que ocurren en aguas que tienen un calado menor que la mitad de la longitud
de la ola.

A
d<

2

A esta profundidad el fonfo afecta al movimiento de las particulas haciendolas cambiar
en su trayectoria 0 movimiento orbital desde la forma circular a eliptica. Ver fig. 5.1.

5.2 ROMPIMIENTO DE OLAS

Las olas rompen cuando la velocidad de avance de las particulas de la cresta exceden a
la velocidad de propagaci6n de la ala. En aguas profundas ocurre normal mente cuando la
altura de la ola excede en 1/7 ala longitud de la ola. EI angulo que forma la cresta antes de
romper es de aproximadamente 120°.

A
H >

b 7
En aguas rasas la ola rompe cuando el calado es igual a uno un cuarto de su altura

5
-Hb =d
4

H
_ 4d

b -
5

dependiendo de 1a resistencia del viento y de la condici6n del fondo.
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(a) (b) (c)

Fig. 5.1 . - Ejecto del calado sobre la trayectoria de las partfculas
(a) Aguas profundas
(b) Aguas intermedias
(c) Aguas rasas

(Mc Cormick Michael, 1973)

AGUA PROFUNDA

CALADO INTERMEDIO

AGUA RASA
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5.3 VELOCIDAD DE LA OLA

La velocidad de una ola esta definida por la siguiente ecuaci6n :

Longitud de Ola

1 _ 2" v2
_ gT 2

/1,------
g 2"

Periodo de la Ola

T _ ~21U _ 2trG- -----
g g

Donde, en las ecuaciones anteriores :

Capitulo V

n = velocidad de propagaci6n de la ola, pies / segundo
A = longitud de ola, 0 sea, la distancia entre dos crestas consecutivas de una ola, pies
T = periodo de la ola, 0 sea, el tiempo para que la ola recorra la longitud (A), segundos
g = aceleraci6n de la gravedad

Si una de las caracteristicas anteriores es conocida, las otras pueden ser calculadas y
sustituyendo los valores numericos de las constantes 1t y g, tenemos :

v =2.26-!i =5.12T

L=O.195v2 =5.12T2

T = 0.442-!i = O.195v

Las relaciones anteriores se entendenln mejor si nos referimos a la Fig. 5.2, la cual
muestra la configuraci6n superficial de una ola en agua profunda del tipo oscilatoria
trocoidal formada par particulas can trayectoria circular.
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( )

Eje de
rotaeion

seno

....................\ :.:< .

d

.......................Di[e~.ci6.n ..pwp.agal;.i6n.o.la....................................... . .

Nivel de
agua
tranquila

fondo

d - ealado de agua tranquila (rasa)
H - altura de ola
a - elevacion de la eresta de la ola sobre el nivel de agua tranquila
A - longitud de ala
ho _ altura entre el eje de rotaeion y el nivel de agua tranquila

Fig 5.2. - Caracteristieas de una ala de agua prqfunda. (Me Connick Michael, 1973)

5.4 PREDICCION DE ALTURA Y LONGITUD DE OLA

Las dimensiones de una ola para un lugar detenninado dependen de la velocidad del
viento, de Ja duracion, de la direccion, del area sobre fa eual aetUa el viento y del ealado
del agua.

Stevenson, en J864, estabJeeio fa primera formula que reJaeiona eJ fetch (F, en millas
maritimas) y la altura de ola (H, en pies) :

H=I.5F
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para fetchs grandes, mayores que 30 miJlas Oiluticas (F> 30 m.n.), y

para fetchs pequei'ios, menores que 30 miJIas nauticas (F <: 30 m.n.)

Capitulo V

Molitor, en 1934, introduce la velocidad del viento como una variable y usa las millas
estandar en lugar de las nauticas para las siguientes formulas:

H =O.17~UF para F>20 miJIas

H =O.17~UF + 2.5 - ifF para F<20 millas

donde U
F
Ho

velocidad del viento en millas por hora
fetch en millas
altura de ola en pies

Bretschneider, en 1947, detenninolas siguientes formulas:

Ho = 0.0555UF05

T =0.5U0 5FO. 25

donde U
F
Ho

profunda.

velocidad del viento en millas por hora
fetch en millas nauticas
altura de la ola; correspondiente a la altura de ola significativa en agua

Bretschneider y Reid propusieron la siguiente formula, para encontrar la altura de la ola a
un cierto calado d.

donde H
Ho
Ks
f
m
<Pr

=

=

altura de la ola en calado d
altura de la ola en agua profunda
factor shoaling (poca profundidad)
factor friccion
pendiente del fondo
funcion de Ks y dIL
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La f6nnula anterior es mas completa porque toma en cuenta el hecho de que las olas
generadas en aguas profundas posterionnente se mueven en aguas rasa sin que el viento
actue sobre elias. En este caso la fricci6n del fondo tiende a reducir la altura de la ola, y el
efecto de la poca profundidad tiende a incrementar la altura de la ola. Como las olas se
mueven en aguas poco profundas la energia de la ola esta confinada en aguas con poco
calado que continua decreciendo. La cantidad de agua sobre la que actua la energia es muy
pequefia, entonces la energia por particula de agua incrementa e igualmente Ja altura de la
ola crece. En otras palabras, la fricci6n en el fondo se incrementa cuando el calado del
agua disminuye.

5.5 CLASIFICACION DE LAS OLAS

Las olas pueden clasificarse de varias maneras :

Ola sinusaidad, es aquella que presenta una fanna simetrica respecto a la cresta y
seno, segun se muestra en la ( fig. 5.3 )

I....--A.
w

\ /
~/

Fig. 5. 3 Ola sinusoidal

2 Ola trocoidal, es aquella que presenta una variaci6n en su fonna, tiene una cresta
aguda y angosta, y un sene relativamente ancha, segun se ve en la ( fig. 5.4 )

x

Fig. 5.4 Ola trocoidal
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Desde el punto de vista del movimiento horizontal del perfil de la ola, podemos
clasificarlas como:

Ola progresiva, es aquella que se mueve horizontalmente can relacion a la superficie
del agua.

2 Ola estacionaria, es aqueJla ala que se mantiene oscilante arriba y abajo y no se
mueve en sentido transversal.

En el caso de OLAS SINUSOIDALES la elevaci6n de la ala puede ser definida como
un movimiento arm6nico simple y descrita analiticamente como:

o mas generalmente

donde amplitud de la ola
fase del angulo que eleva a la curva a 10 largo del eje t
frecuencia circular de la ala
medida de tiempo

Lo anterior se ilustra en la Fig. 5.5.

t=1
---~-"""'" .

.2.·.···

t=7 '--~~f-----' t=3 .L....-+-- ~~-------&_++-----..-....~

t

..................................... ····4··········· P6

t=5

Fig. 5.5 Ola sinusoidal enfunci6n del radio vector. (Bhattacharyya, R. 1987)
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5.5.1 Ola Progresiva.

Capitulo V

Consideramos una ola simple sinusoidal que avanza a una velocidad Vw , esto es, una
ala que puede ser representada par una curva Seno 0 Coseno como se muestra en la Fig.
6.6.

( A.w--------)~I

Fig. 5.6. - Representacion de una ala Seno (0 Coseno). (Bhattacharyya, R.,
1987 )

La ecuacion de esta curva es la siguiente :

x

donde k =21t/"-w numero de ala.

( 5.1 )

Par tanto:

( 5.2 )

La curva descrita es una ola estacionaria.

Consideremos ahara una ola progresiva asumiendo que la curva punteada de la Fig. 5.6 es
la nueva posicion de la ola despues de un tiempo t, en segundos, y cuya ecuaci6n es :

donde:
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Analizando la figura tenemos :

Capitulo V

Cuando 8=0
t = 0

t = 0

10 anterior se cumple solo si :

6

B = k(x- ~J)

B = ~7l" (x - VwI)
w

Entonces la Ecuacion de una ola sinusoidal viajando a velocidad Vw en la direcci6n
positiva de x, esta dada por :

( 5.3 )

Esta ecuacion tambien puede expresarse en terminos de la frecuencia de la ola row.

Despues de un tiempo T, el valor de ~ para x = Xo esta dado por la expresi6n :

y para un tiempo t cualquiera sera:

perc CtJj =2~

entonces

6 en general

( 5.4 )

donde 8 = angulo de fase cualquiera
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Si observamos una ola pasando por un punto fijo sobre la superficie libre, x y kx son
constantes. Podemos asumir que:

fJ=kx+8

entonces la ecuaci6n general del movimiento de la ola sera :

6

Velocidad, Longitud y Periodo de Ola

Sin hacer restricciones sobre el calado con relaci6n a la longitud de ola, se han
estudiado las olas sinusoidales y se ha encontrado que la velocidad (conocida como
velocidad de fase 0 celeridad) puede expresarse de la siguiente forma:

v = gA w tanh 2Jr h
w 2Jr A

w

donde v =w

Av,=
h =

velocidad 0 celeridad de onda
longitud de onda
catado del agua

Si tanh 2Jr h ~ 2Jr h =kh
Aw A w

y se obtiene que:

AGUARASA

esto significa que en aguas poco profundas todas las olas viajan con la misma velocidad,
independientemente de sus longitudes de onda.

En cambio cuando ~~ grande, tenemos que:
Aw

138
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esta ecuaci6n demuestra que en agua profunda las olas se propagan a una velocidad que
depende de sus longitudes de ola.

Ejemplo:

Una ola en agua profunda tiene las siguientes dimensiones

Aw = 20 pies
Sa = I pie [amplitud]

Encontrar la velocidad y el perfil de la ola a diferentes intervalos de tiempo t = 0 , t = 0.1 ,
t = 0.2 , t = 0.3 y t = I segundo.

Solucion:

Velocidad:

Perfil :

Calculando obtenemos la siguiente tabla:

t = 0 t = 0.1 t = 0.2 t = 0.3 t = 1.0

X c; x c; x c; x c; x c;
(pies) (pies) (pies) (pies) (pies) (pies) (pies) (pies) (pies) (pies)

0 0.00 1 0.00 0 -0.59 3 0.00 0 0.00

2 0.59 3 0.59 2 0.00 5 0.59 2 -0.59

4 0.97 5 0.97 4 0.59 7 0.97 4 -0.97

5 1.00 6 1.00 6 0.97 8 1.00 5 -1.00

6 0.97 7 0.97 7 1.00 9 0.97 6 -0.97

8 0.59 9 0.59 8 0.97 11 0.59 8 -0.59

10 0.00 11 0.00 10 0.59 13 0.00 10 0.00

12 -0.59 13 -0.59 12 0.00 15 -0.59 12 0.59

'14 -0.97 15 -0.97 14 -0.59 17 -0.97 14 0.97

15 -1.00 16 -1.00 16 -0.97 19 -0.97 15 1.00

16 -0.97 17 -0.97 17 -1.00 21 -0.59 16 0.97

18 -0.59 19 -0.59 18 -0.97 23 0.00 18 0.59

20 0.00 21 0.00 20 -0.59 20 0.00
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Los valores anteriores eorresponden a la siguiente figura :

Vw= 10.1 pies / seg

x

t

1

0.7

0.5

-1

0.25

-0.5

of--+-+----f----"""*"-~~- .....-----::d~-r-~.,--~
-0.25

-0.75

Fig.S.7. - Propagacion de una ola Senoidal

Como se meneiono antes la longitud de onda se la mide entre las erestas sueesivas 0

dos senos. Si Tw es el tiempo reqllerido por una particula de una eierta eresta para alcanzar
ta proxima eresta, entonces :

donde

=

longitud de ola

velocidad de ola = ~gA ;{"

pcdodo de la ola

Tw =0.442R

Tw =O.800-JA w

r = F'a;:w ,
g

en fps unidades (pies, libras, segundos)

en lInidades egs (eentimetros, gramos, segundos)
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5.5.2 Ola Estacionaria.

Capitulo V

Las olas estacionarias se forman por la superposici6n de dos trenes de olas de igual
amplitud viajando en sentido contrario.

Analiticamente una ala estacionaria puede representarse en fonna simplificada como la
suma de dos alas senoidales l;, y ~2 viajando en direcciones opuestas :

x
S[ =SaSenww(t + "if)

w

Para estas olas los nodos 0 puntos de amplitud cera se los obtiene haciendo

y la distancia entre nodos esta dada por :

d = A w

2

Ejemplo:

Tenemos una ola can 20 pies
0.25 pies
1t

Encontrar la elevaci6n de Ja ala cstacionaria para los tiempos t = 0, t = 0.2, t = 0.4,
t = 0.5 seg.
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Solucion:

2Jr XS::: 2 x 0.25 x Cos-- x Sen Jr I
20

S::: 0.5 x Cos O.IJr X x Sen Jr I

Calculando obtenemos la siguiente tabla:

Capitulo V

1::: 0 1= 0.2 1=0.4 1= 0.5

x S S S S
(pies) (pies) (pies) (pies) (pies)

0 0 0.29 0.48 0.59

2 0 0.24 0.39 0.41

5 0 0.00 0.00 0.00

8 0 -0.24 -0.39 -0.41

12 0 -0.24 -0.39 -0.41

15 0 0.00 0.00 0.00

18 0 0.24 0.39 0.41

20 0 0.29 0.48 0.50

Efecto del Calado

EI radio de la orbita de una particula en agua profunda decrece nipidamente con
respecto a su calado. Esto se expresa analiticamente como:

S. -kz--=-- =e
Sa

donde Sz= amplitud de la ola a cierto calado
Sa = amplitud de la ola en la superficie
z = calado medio de la particula con respecto a \a superficie

k = numero de o\a = 2 Jr
Aw
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entonces, de 10 anterior tenemos :

~z =e-[(2~Jz]
~a

La expresion del perfil de Ja ola a cualquier calado esta dado por :

Velocidad de las Particulas

Capitulo V

La velocidad de las particulas en el sentido horizontal y vertical esta dado por :

direccion horizontal

direcci6n vertical

5.6 PRESION DE LA OLA

Para muchos problemas el aspecto mas importante de las alas es la distribuci6n de
presion debaja de la superficie. La presion en cada punto de Ja ola, en agua de cualquier
calado, es igual a :

p = pg (z - C;)

donde z = se mide hacia abajo de la linea de agua tranquila

C; = es la elevacion de las lineas de igual presion de la ala, siendo
positiva 0 negativa, segun el perfil de la ala, sea cresta a seno, y se la expresa
como:

"'='" Coshk(-z+h)Cosk(x_Vt)
'=> '=>a Coshkh W

donde h = calado del agua
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Para aguas profundas tenemos :

Energia de la Ola

Capitulo V

La propagaci6n de las alas se debe esencialmente a dos casas:

I, La inercia del fluido

2. La gravedad, la cual tiende a mantener la superficie como un plano horizontal.

Un sistema de alas posee par 10 tanto, energia cinetica y energia potencial. La energia
cinetica se debe al hecho de que la particula de agua tiene un movimienta orbital, y la
energia potencial se debe a la elevaci6n del agua sabre el nivel del mar.

Para una ola sinusoidal la Energia POTENCIAL esta dada por :

o por

par pie de ancho

por unidad de area de la superficie del agua

Similarmente la Energia ClNETICA puede expresarse como:

por unidad de area de superficie del agua

La Energia TOTAL para una ola sinusoidal es igual a :

por pie de ancho

y la energia total por unidad de area sera igual a :
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5.7 EMBARCACION EN OLAS

Capitulo V

£1 periodo absoluto de las olas no es igual al periodo de las olas encontnidas por una
embarcaci6n durante su viaje. Un buque avanzando directamente sobre las olas encuentra
olas sucesivas en forma mucho mas rapida y las olas apareceran con un periodo mucho
mas corto. £1 perfodo de las olas encontradas por un buque se 10 conoce como el "perfodo
de encuentro" Te , el cual es funci6n del periodo absoluto de la ola, de la velocidad de la
embarcaci6n y del angulo entre la direcci6n del movimiento de la ola y la direcci6n en la
que se mueve la embarcaci6n.

£1 periodo de encuentro T e (0 la frecuencia de encuentro roe = 21t / T e) es importante
ya que nos dice como la embarcaci6n encuentra a las olas y como estas afectan al
movimiento de la nave.

£1 "angulo de encuentro", !J. , se 10 mide en el sentido de las agujas del reloj a partir de
la direcci6n del movimiento de la ola.

Cuando una nave esta avanzando hacia un tren de olas regulares, el angulo se
considera igual a 180° , como se ve en la Fig. 5.8. Tambien se observan angulos de
encuentro para valores de 0° y 90°.

Cresta de la ala

I I I I / I I I I I

I Vw t Vw
Vs

J..l=180 j..l=oo
=

Fig. 5.8. - Definicion de angulos de encuentro. (Bhattacharyya, R., 1987)

Para encontrar la "Frecuencia de encuentro", We, cuando un barco esta viajando con un
angula j.1,
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conocemos:

Capitulo V

longitud de la ola
velocidad de la ola
velocidad del buque

Componentes de V :

V I = V Cos fl ~ en la direcci6n de las olas

V2 = Vw - V Cos fl ~ velocidad relativa del buque con respecto a las olas

Tiempo requerido por eJ buque para viajar desde una cresta hasta la siguiente; 0 "periodo
de encuentro" :

Cuando un buque esta navegando en sentido contrario al de las olas el Cos J..l es negativo,
entonces:

donde: COw = frecuencia circular de las olas

(J) =21[/
wIT",

entonces, la frecuencia circular de encuentro es igual a :

Tambien tenemos que:
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entonces la reJaci6n entre la frecuencia de encuentro y la frecuencia de la ola es :

NOTA

1.- Cuando 11 =90° => Cos 11 =0, entonces roe = row
2.- Longitud de ola efectiva

segun la Fig. 5.9.

Direcci6n

de la ala
Vs

Cresta de la ala

Velocidad tVw I

de la ala Lw

~
l' Cresta de la ala

Il

L, Lw
Le 1oSfJ

Cresta de la ala

Longitud de
ola efectiva

Fig. 5.9. Barco moviendose en un tren de olas regulares.
( Bhattacharyya, R., 1987)
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Ejemplo:

Capitulo V

Un barco de 500 pies de eslora navegando a traves de un tren de olas regular a un
angulo de 40° con respecto a la linea de las crestas. La proa del buque encuentra olas
sucesivas cada 15 seg. y una cresta de ola tarda 10 seg. en pasar desde la proa hasta la popa
del buque. Encontrar la velocidad del buque.

Soluci6n:

Componente de V en la direcci6n de la ola :

V = V Cos I.l.

Velocidad relativa del buque con respecto a la olas en la direcci6n de movimiento de las
olas es :

V w - V Cos /l

Si t es el tiempo que demora una cresta para pasar desde la proa hasta la papa, entonces :

Longitud de encuentro
t =--------=-------------

Velocidad relativa del buque con respecto a las olas

L Cos f.1
t = =lOseg.

Vw -VCOSf.1

(Vw - V Cos f.1) xl 0 =SOOCos f.1

(~v - V Cos f.1)x 10 =321.5pies

~v - V Cos f.1 =32.15pies

Si Te es el intervalo de tiempo sllcesivo, entre crestas observadas en las porciones de proa
y popa perpendiculares al avance de la ola, entonces :

Periodo de encuentro =T = L_o_n..=g:-it_u_d_d_e_o_l_a _
e Velocidad relativa del buque respecto a las olas
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A
T = w = 15seg.

e Vw - V Cos J.1

A.w = 482. 25 pies

Entonces:

V =~gAw
w 2 Jr

Vw = 49.71 pies/seg.

Velocidad relativa = ~v - V Cos J.1 =32.15 pies

- V Cos J.1 =32. 15 - 49.71
- V Cos ,u =-17.56

-v= -17.56
Cos 50°

v = 27.3] pies/seg

v = 16. [7 J nudos

Capitulo V
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6

Capitulo VI

MOVIMIENTO DE FLUIDOS: MODELOS
MATEMATICOS

Los modelos matematicos tienen el canicter de aproximados con relaci6n a la situaci6n
real y senln deducidos enfatizando su significado fisico.

EI fluido real esta compuesto por moleculas con espacios vacios entre elias, sin
embargo, cuando se trabaja con modelos matematicos es conveniente admitir que el fluido
es un medio continuo.

La formulaci6n de modelos matematicos parte de la deducci6n de las ecuaciones
basicas del fluido en forma integral, para un determinado volumen de control, y luego, se
obtienen las ecuaciones diferenciales del flujo aplicando las ecuaciones integrales a un
volumen elemental.

Existen cinco variables basicas en un flujo, tres componentes de velocidad y dos
propiedades termodinamicas; por tanto existiran cinco ecuaciones basicas que describen a
un flujo, que son: tres componentes de la ecuaci6n de cantidad de movimiento, la ecuaci6n
de continuidad y la ecuaci6n de energia. La ecuaci6n de energia no se toma en cuenta
cuando el fluido es incompresible porque la masa especifica es constante.

Cualquier par de propiedades termodinamicas, tales como, presi6n, temperatura, masa
especifica, entalpia, entropia, etc., son suficientes para determinar el estado y de esta forma
las demas propiedades del fluido.

En el caso de flujo turbulento la situaci6n es mas compleja y no es posible desarrollar
un sistema completo de ecuaciones.
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6.1 ECUACIONES INTEGRALES

Capitulo VI

EI estudio del movimiento de un fluido se basa en las siguientes leyes basicas :

1.- Conservaci6n de la masa

2.- Segunda Ley de Newton aplicada al movimiento

3.- Conservaci6n de la Energia

4.- Segunda ley de la Termodinamica

Estas leyes se aplican a una cantidad fija de materia que mantiene su identidad al
experimentar un cambio de estado, y no pueden seT aplicadas hasta que se identifique un
sistema definido de materia.

En general no es conveniente identificar y seguir a porciones fijas de materia en el
anal isis del movimiento del fluido; es mejor primero adoptar un punto de vista te6rico del
campo e identificar una regi6n definida fija 0 un volumen en el espacio Hamado volumen
de control. Las leyes basicas mencionadas no se aplican a volumenes fijos sino a
cantidades fijas de materia.

EI estudio se inicia con la deducci6n de ecuaciones que se apliquen a volumenes de
control de expresiones conocidas. Luego se desarrollan las ecuaciones integrales del
movimiento del fluido en forma detallada, con la finalidad de comprender mejor su
aplicaci6n a las situaciones fisicas. Los metodos de deducci6n de las ecuaciones del
volumen de control, a partir de las leyes basicas conocidas, siguen una metodologia
general, con ligeras modificaciones debido a las diferentes cantidades fisicas. Una vez
desarrolladas las ecuaciones, estas seran aplicadas a la soluci6n de problemas fisicos que
ocurren en el movimiento del fluido.

6.1.1.- Conservaci6n de Masa

Consideremos, en la Fig. 6.1, cierta cantidad de materia en determinado instante t,
encerrada por la linea continua. En un instante posterior HAt, el contorno del sistema
tiene una nueva localizaci6n fisica representada por la linea punteada.
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Contomo del
sistema en el
instante t
(superficie de
control)

Fig 6.1. - Sistema Moviendose a Traves de un Volumen de Control.
(Hughes, w.F., /974)

Considerando las regiones indicadas por A, B, C tenemos al sistema ocupando la
region A en el instante t, y en t+~t el sistema ocupa las regiones B y A-C.

Sea m la masa contenida en las diferentes regiones, y en instantes diferentes, tendremos :

reordenando y dividiendo por ~t :

tomando el limite cuando At ...... 0, el primer miembro queda :

lim mA(t + M) - mA(I) a
At ~ 0 At = at (m Lc

=~ Jp.dvat
v.c.

donde p
v
V.c.
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EI segundo miembro de la ecuacion queda :

lim {mc(t+L\t) _ m8 (t+L\t) =:ne-:ns
L\t --+ 0 L\l L\l

:ne-:n. = fpVCosadA - fpVCosadA
Ae As

=- JpVdA
sc

Capitulo VI

donde me - m. : representan los flujos (caudal) que entran y saJen en el vo)umen de
control.
V : vector velocidad.
a : lingulo entre el vector velocidad y la nonnal.

Entonces, la ecuacion de continuidad para el volumen de control queda :

= fpVdA == - ~ ffXiv
u v.c.

( 6.1 )

Esta ultima ecuacion es )a fonna integral de la ecuaClOn de continuidad, y
fisicamente significa que el flujo (caudal) en masa hacia afuera de la superficie de control
es igual al decremento de masa en el interior del volumen de control, por unidad de
tiempo.

Examinaremos esta ecuacion considerando algunas simplificaciones :

- Como eJ volumen de control es fijo, el segundo miembro de la ecuacion es nulo para el

caso de regimen pennanente, donde ap =0, resultando :a,

sc

- Para flujo incompresible tenemos :

fVdA == 0
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Ejemplo:
V2

Capitulo VI

En la Fig. 6.2 :

Al
-+-~) VI

V3 A3

Fig. 6.2 Continuidad en derivaciones
deflujo.

Considerando flujo permanente, donde el fluido entra por la secci6n 1 y sale a traves
de las secciones 2, 3 tenemos :

fpVdA =0
sc

JpVdA + JpVdA + JpVdA =0
A, A,

admitiendo que la velocidad es nonnal a todas las superficies por donde pasa el fluido,
tenemos:

Jp2 V2dA + Jp3V3dA - Jp,VjdA = 0
A2 A3 AI

Si las masas especificas y las velocidades son uniformes en sus respectivas areas, tenemos:

Para una tuberia simple, sin la tercera salida, la ecuaci6n anterior queda :
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Para Ilegar a esta ultima ecuaci6n se han considerado las siguientes premisas :

(a) Flujo pennanente

(b) Velocidades nonnales a las superficies

Capitulo VI

(c) Velocidad y masa especitica constantes a fa largo de las areas respectivas, y

(d) Una entrada y una salida para el volumen de control.

6.1.2.- Cantidad de Movimiento

Primero se deduce la ecuaci6n de cantidad de movimiento para el volumen de control,
que nos pennitira tratar problemas que envuelvan fuerzas de fluidos sobre superficies
s61idas y sobre otros fluidos; como la fuerza sobre una curva, el empuje de un motor a jet,
la sustentaci6n y resistencia en una ala de avi6n, etc.

La fuerza resultante F que actua sobre una particula 0 sistema de particulas de masa
tija esta dada por la Segunda Ley de Newton:

F=dM
dt

( 6.2 )

donde: M, cantidad de movimiento lineal total del sistema.

Si asumimos que la fuerza sea constante en el instante At, podemos escribir :

F!:it = tiM

El segundo miembro de esta ecuaci6n es, retiriendonos a la Fig. 6.1 :

reordenando y dividiendo para At, tenemos :

tiM M A (t + !:it) - M A (I) M 8 (I + !:it) - Me (t + !:it)-- = + --=-------"---
111 I1t t!..t

( 6.3 )
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tomandose el limite cuando L1t ~ 0, el primer termino del segundo miembro de (6.3)
queda:

y el segundo miembro queda :

= lim [M B (t+t1.t)-Mc (t+t1.t)].
t1.t ~O t1.t

lim
=

JVpVdA
sc.

donde:

L: t1.M(t + t1.t): es la ecuacion de movimiento asociada a la masa que cruzo el
}j

contomo en la region B en el instante L1t.

LiM: es la tasa en el tiempo, de la cantidad de movimiento que cruza la superficie en
B

la region B en el instante t.

De esta forma la ecuaci6n :

queda:

F =~ fVpdv + fVpVdA
at v.c. sc

La fuerza total Festa compuesta par la fuerza total de contacto (presion a
cizallamiento), y una fuerza de campo B par unidad de volumen, por tanto, la ecuacion de
cantidad de movimiento para el volumen de control queda :
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Fs + fBdv =~ Jvpdv + JVpVd4
v.c at vc sc.

(6.4)

Capitulo VI

Esta ecuaci6n es valida para el caso de ejes m6viles sin aceleraci6n, que es la forma
usual en la que se mantiene Ja Ley de Newton.

Para el caso de regimen permanente y fuerzas de campo despreciables, la ecuaci6n
(6.4) queda :

Fs = JVpVd4
sc.

Ademas, si admitimos que la masa especifica y la velocidad son uniformes a 10 largo
de las areas en que el tluido cruza a la superficie de control, para una entrada I y una salida
2, tenemos:

6.1.3.- _Cantidad de Movimiento Angular.

Tenemos que:

Fs + JBdv=~ JVpdv+ IVpVdAatvc vc s.c

multiplicando vectorialmente esta ecuaci6n por el vector posici6n r, termino a termino,
resulta :

JrxdFs + JrxBdv=~ JrxVpdv+ JrxVpVd4
sc vc at vc. S.c

que es la ecuacioD del momento de la cantidad de movimiento.

Para interpretar la ecuaci6n anterior nos servimos de la Fig. 6.3 :
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dm=pdv

z

Capitulo VI

Fig. 6.3 Cantidad de Movimiento Angular en un Volumen de
Control

y tenemos :

Ir x dFs
sc.

Ir x Bdv
K (.

: momento con relaci6n aJ origen de la fuerza dFs en la S.c.

: momento en relaci6n al origen debido a la fuerza de campo que actua en

un elemento infinitesimal de volumen dv.

a Ir x VjXlv : cantidad de movimiento angular del e\emento infinitesimal de masa pdVj
at vc.

su integraci6n da el momenta de la cantidad de movimiento angular de la masa en el
interior del volumen de control.

Ir x VpV.d4: tasa de tlujo de la cantidad de movimiento angular a traves de la
sc.

superficie de control.
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6.1.4.- Conservacion de Energia

La primera Ley de la Termodimimica es :

Capihl!o VI

( 6.5 )

Donde: Q
W

~E

calor introducido al sistema.
trabajo realizado por el sistema.
variaci6n de la energia del sistema.

El calor y el trabajo de esta ecuaci6n envuelven una interacci6n del sistema con el area
que 10 rodea. La energia esta asociada a la masa del sistema y normal mente se divide en
tres partes :

E = U + Y2 my2 + mgz

donde U
~ my2
mgz

: energia intema asociada al comportamiento molecular 0 at6mico
: energia cinttica
: energia potencial asociada allugar en el campo gravitacional terrestre

Escribamos la ecuaci6n (7.5) en base a la unidad de masa :

q -w= ~e

donde: q =Q/m
w=W/m
e = Elm

Consideremos el sistema en el instante t mostrado en la Fig. 6.4. En un momento
posterior t+~t ocupani otra posici6n.

Sistema en el

instante t+~t

~istema en~
Ulstante t -

Fig. 6.4. - Valumen de Control para Balance de Energia.
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La Ecuacion de Energia para el sistema es :

Q - W = Ef - E;

donde Ef : Energia final del sistema.
E; : Energia inicial del sistema.

Dividiendo por ~t, tenemos :

Q W E/-E;
---=
/),1 /),1 /),1

Capitulo VI

EI segundo miembro de esta ecuaci6n puede ser desarrollado de la siguiente manera :

cuando ~t ~ 0, el primer tennino de esta ultima ecuaci6n queda :

lim EA (t + /),/) - EA (t) =..£. (E) . =..£. Jedm =..£. Jepdv
/),/ ~ 0 /),1 01. V.L at at V.c.

y el ultimo termino queda :

E8 (t + (1/) - Ec (t + I1t) (2: I1me)!:l 1'+6/
=

I1t I1t

(Il1me)c 1'+61

M

en esta ecuaci6n : el sumatorio L es para la masa que cruza fa superficie.
Llm = es la masa tipica.
e = es la energia almacenada asociada con la masa Llm.

En ellimite cuando i\t ~ 0, la ultima ecuaci6n queda :

lim E8 (t + M) - Ec (t + !::.t) J · J · fo . = edm- edm= epVd4
!::.t ~ M S e S.c.
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y finalmente tenemos que:

lim E - E a
/ '=_ Jepdv+ JepVdA

!:!.t ~ O!'1t at vc sc

Capitulo VI

EI trabajo puede se reaJizado en el contomo del sistema por el efecto de tensiones
normales y tangenciales. El trabajo realizado en el contomo del sistema debido a las
tensiones normales (presion hidrostatica) corresponde at trabajo del flujo. Este es el
trabajo realizado sobre el elemento (~m)B al moverlo hacia afuera de la region A, en el
instante ~t y es igual a pdA~x. El valor dA~x es igual al volumen del elemento de masa
~m y puede ser escrito como (~m)B/p, de esta forma el trabajo del flujo de entrada y salida
es:

dW lim !'1W
(-)trabaJodel = At O(~)trabajOdCI

dt fluJo u --+ ut fluJo

= lim [I)PI p)(!'1m)H 1,+6/ _ ~=CPI p)(!'1m)c 1/+ClJ]
!'1t --+ O!'1t !'1t

= J(p/ p)pVdA
s.c.

y la ecuacion de Energia queda :

dQ dW a f
---'=- lepdv+ J(e+ pI p)pVdA
dt dt at I'C S.C

donde
e = u + 1/2 v2 + gz

( 6.6 )

La ecuacion ( 6.6 ) establece que Ja cantidad de calor incrementado at sistema en la
unidad de tiempo, menos el trabajo resultante realizado por el mismo, es igual a la razon de
variacion de la energia almacenada en el voJumen de control mas el flujo resultante de
energfa y trabajo del flujo hacia afuera del volumen de control.

161



Modelos Matematicos

6.1.5.- Segunda Ley de la Termodinamica

Capitulo VI

La Segunda Ley de la Termodinamica para un sistema esta dada por la expresi6n:

dQ
dS- -- ~ 0

T

donde, S: Entropia del sistema, representa la variaci6n en la entropia menos el calor
transmitido para el sistema, dividido para la temperatura absoluta, igual 0 mayor que cero.

La forma de la segunda Ley de la termodinamica aplicable al volumen de control es
igual a:

~ Js,atv+ fspVd4+ J!id4~O
at f'C sc S.C T

donde q: vector flujo de calor, igual a la tasa de transmisi6n de calor por unidad de area.
S: entropia por unidad de masa 0 entropia especifica.

6.2 ECUACIONES DIFERENCIALES.

Existen diferentes metodos para establecer las ecuaciones diferenciales que definen el
movimiento de un fluido. Los metodos mas usados soo:

J. Obtener las expresiones diferenciales, a partir de las relaciones integrales, utilizando el
calculo vectorial. Este metodo es puramente matematico.

2. Aplicar las relaciones integrales a un volumen elemental para obtener las expresiones
diferenciales. Debe tomarse como limite, cuando el volumen se torna infinitesimal.

3. Aplicar las ecuaciones basicas del sistema directamente a un volumen elemental y
obtener las expresiones integrales basicas para ese volumen.

Para demostrar la utilizaci6n de los metodos indicados se encontrara: la ecuaclOn
diferencial de continuidad por el primer metoda; la ecuaci6n de rantidad de movimieoto
por el segundo; y, la de energia por el tercero.

Es importante recordar que las coordenadas se aplican a puntos en el espacio y en el
tiempo y no a la localizaci6n individual de las particulas. Por ejemplo, si preguntamos
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cuales son las propiedades y la velocidad V en funci6n de la posici6n y del tiempo,
tendremos:

v = V ( r,t)
6

V = V (x, y, z, t)

en coordenadas cartesianas.

6.2.1.- Continuidad.

La ecuaci6n de continuidad (6.1) para el volumen de control deducida anterionnente
tiene 1a fonna :

Jp.VdA=-~ Jp.dv
o· tsc v.c.

Aplicando el teorema de Gauss para transfonnar el primer miembro en una integral de
volumen, tenemos :

J\7.(p.V)dv+ o~t Jp.dv= J[\7.(p.V)+O·%.t}v=o
vc. vc. v.C

Como el volumen de control es arbitrario, el integral debe ser nulo y obtenemos la
forma diferencial de la Ecuaci6n de Continuidad :

G'P-+\7 '(pV)=O
o· t

que tambien podria ser obtenida por la aplicaci6n directa de la ecuaci6n (6.1) a un volumen
elemental.

Para regimen pennanente aplat =0 y tenemos :

\7. (pV) =0

163



Modelos Matematicos

y para fluido incompresibJe:

y·v=o

En coordenadas cartesianas 1a Ecuacion de Continuidad tiene la forma:

a·p a a a
-+-(p·u)+-(p·v)+-(p·w) = 0
a·( a·x a·y a·z

y para fluido incompresible, es igual a :

a·u a·v a·w
--+--+--=0
a·x a·y a·z

En notaci6n tensorial cartesiana 1a ecuaci6n de la continuidad es :

a·p a
-+--(P'u,)=o
a·, a· x,

6.2.2.- Cantidad de Movimiento.

Capitulo VI

La ecuaci6n de la caotidad de movimiento se obtiene mediante la aplicaci6n de la
forma integral a un volumen elemental.

Es necesario recordar el concepto de tensor de tension debido a que en el balance de la
cantidad de movimiento se consideran las tensiones de cizallamiento y las nonnales,
incluyendo 1a presion.

Para 1a deduccion se considera un cubo de tluido como el de la Fig. 6.5. Las tensiones
se representan por (Jij, donde el primer subindice caracteriza la cara donde acrua la tension,
y el segundo indica 1a direcci6n de la tension. La cara corresponde aJ plano perpendicular
al eje del indice, por ejemplo, la cara I es perpendicular al eje x 0 xl. Las tensiones
pueden variar a traves del fluido y pueden existir gradientes. EI arreglo de las tensiones (Ju

(existen 9 de elias) se consideran presentes en un punto del espacio y son funciones de r y
t. El tensor de tensiones puede ser escrito en la siguiente forma:
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Cara X2

Capitulo VI

Cara X3

Cara XI

x

Fig. 6.5. - Tension en un punto del espacio. Las fases positivas estan mostradas; las
opuestas son negativas. Las tensiones en las fases negativas son iguales a las tensiones
de lasfases positivas pero en direcciones opuestas. (Hughes, w.F., 1974)

Este tensor debe ser simetrico, 0 sea:

Sin embargo, si al volumen elemental se 10 comprimiera hasta hacerlo infinitesimal, este
giraria con velocidad angular infinita. Existen seis componentes independientes del tensor
de tensiones.

ApJicando la ecuaci6n integral de la cantidad de movimiento :

Fs+ JBd"=~ jVp.dv+ jVpV.dA
v.c. a.t vc v.c

a un cubo elemental, donde las tensiones son componentes de las fuerza extema Fs.
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Con referencia a la Fig. 6.6 :

y

)

(j 1-
31 - <...

aJII~

i1x

Capitulo VI

x

z

Fig. 6.6. - Cuba elemental para la deduceion de la Ecuacion de la Cantidad de
Mavimienta. Estan mastradas salamente las fuerzas en la direccion x. (Hughes,
WF lQU)

podemos escribir el balance de la cantidad de movimiento para la direcci6n x :

(a, ~x+ill" - 0", ~JLlY~ + (a21Iy+t>y - 0"2~Y)fu~ + (0"31!z+t>l - 0"* )fuLly + BxfuLly~ =

a: (fuLly~) + LlY~(PJ}IX+ill" - pJ12Ix ) + fu~(PJ1Yy+t>y - PJ1L(y) + fuLlY(PJMiz+t>l - PJ..M1lz )

Dividiendo todo por tuLlyAz, tomando el limite cuando AxAyAz~O y combinando
con la ecuaci6n de continuidad para simpJificar, se obtiene 10 siguiente :

ap a a a
- + -Cpu) + -(01) + -(pw) = 0
dt d.x dy dz

Du au au au au
p-=p(-+u-+v-+w-)

Dt at ax Oy az
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Las componentes y, z se las obtiene de manera analoga y quedan :

p Dv =p( av + u av + v av + w avJ
Dt at ax 8y az

a()31 a()32 a()33
=--+--+--+B

ax 8y az Z

0, en notacion cartesiana del tensor:

Du; (au, au,] a()ij Bp--=p -+u;-- =--+ ,
Dt at ax) ax)

(6.7 )

Capitulo VI

En la ecuacion (6.7) los t<~rminos en el primer miembro son de aceleracion ; el termino
a/at es transitorio e indica la variaci6n con el tiempo en un punto fijo en eJ espacio; los
terminos que no tienen a/at son conocidos como aceleraci6n convectiva.

EI operador DfDt es llamado derivada material 0 sustantiva yes un operador vectorial.

Las tres ecuaciones anteriores pueden ser generalizadas en forma vectorial, valida para
cualquier sistema de coordenadas, de la siguiente manera:

La aceleracion es :

pDV /Dt
donde:

DV av av 2
- = -+(V· Y')V = -+ Y'(V 12)-VxV'xV
Dt at at
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6.2.3.- Cantidad de Movimiento para Flujo sin arrastre.

Capitulo VI

En un flujo sin fricci6n no existen tensiones de cizallamiento y las tensiones nonnales
corresponden a la presi6n que es isotropica.

Las tensiones normales 0"11, 0"22, 0"33 las definimos como positivas y tenemos :

all =a
12

=a l1 =-p

de modo que las ecuaciones del movimiento en forma cartesiana son:

au au ap
p(-'+uj-')=--+B,

at ax, ax;

y sus componentes seran :

au au au au ap
p(- + u - + v - + w-) =--+ Bxat ax 8y az ax

av av av av ap
p(- + u - +v- + w-) =- - + B

at ax 8y az 8y Y

aw aw aw aw ap
p(-+u-+v-+ w-) =--+ B_

at ax 8y az ax '

Estas ultimas son las Ecuaciones de Euler para flujo sin friccion.
En fonna vectorial general las Ecuaciones de Euler son:

av V 2

p[-+ V(-)-VxVxV] =-Vp+B
at 2

( 6.8 )

Una primera integral de la ecuaci6n de movimiento puede ser obtenida por la
integracion de Ja ecuaci6n (6.8) entre dos puntas, a 10 largo de una linea de corriente.

Sea ds un elemento de longitud a 10 largo de la linea de corriente, entonces :

[
av V2 ]

P -ds+ V(-)·ds -V x Vx V· ds =-(Vp+ pVI/f)·ds
at 2
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Como V es paralela ads, el termino (VxVxV) es perpendicular a ds y por 10 tanto:

(Vx\7xV)· ds = 0

y obtenemos una expresion para el flujo sin fricdon :

Usualmente la ecuacion anterior es para un tlujo en regimen permanente, y el potencial
gravitacional lP es gz, donde z es la elevacion con referencia a un nivel arbitrario, de tal

fonna, que la fuerza de gravedad es - pg z y z es un vector vertical, entonces :

v2 _ V 2 2 d
2

2
I +J~+g(Z2-Z1)=O

,P
es la Ecuacion de Euler 0 de Bernoulli generalizada.

Para tluido incomprensible tenemos :

que es Ja Ecuadon de Bernoulli.

6.2.4.- Relacion de la Tasa de Tension-Deformacion.

Para ampliar este analisis a los tluidos viscosos se debe analizar de manera mas
detallada las tasas de defonnacion y tension.

En un tluido la variacion del Tensor de Deformacion es :

La parte simetrica de este tensor es de defonnacion, y la antisimetrica es el Tensor
Rotacion que se relaciona con V xV.
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EI tensor de defonnaci6n puede escribirse:

( 6.9 )

Capitulo VI

donde eij tensor de defonnaci6n
W,j tensor de rotaci6n.

Los tenninos del tensor rotaci6n estan relacionados con la velocidad angular fl, de una
particula f1uida infinitesimal, por las expresiones :

En la fonna vectorial se puede escribir la siguiente relacion importante :

1
Q=-V'xV

2

que expresa que la velocidad angular fisica del f1uido es igual a la mitad del rotacional del
vector velocidad.

Las componentes cartesianas del tensor de las defonnaciones y del tensor de rotacion
estan relacionadas de la siguiente fonna :
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Para un fluido newtoniano se admite que el tensor de las tensiones y el de las
deformaciones estan relacionados linealmente, y su relaci6n mas general tiene la siguiente
fonna:

a·· =-p6. +a: =-p6· +2I1e· +6AcDU IJ U IJ r IJ IJ (6.11 )

donde

<t> : dilataci6n del fluido definida como V' x V, que es nula para tluidos incomprensibles.
Oij : es el delta de Kronecker.
A. : es un segundo coeficiente de viscosidad. Otro coeficiente de viscosidad esta definido

por S =A+ 1- f.1. que es nulo para gas monoat6mico.

La ecuaci6n (6.11) anterior puede escribirse :

(6.12 )

6.2.5.- Ecuaciones de Navier-Stokes

En la f6nnula anterior la expresi6n O'ij puede ser substituida en la ecuaci6n de cantidad
de movimiento para obtener las ecuaciones completas del movimiento de un fluido
viscoso, conocidas como Ecuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones describen
completamente el movimiento de un fluido newtoniano viscoso.

La ecuaci6n (6.7) de cantidad de movimiento expresada en notaci6n cartesiana es :

DUi [OUi oU i J oaijp--=p -+U)- =--+Bi
Dt at Ox) ox)
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y usando la expresion aij definida en la expresion (6.12) anterior queda :

Capitulo VI

(aui +u~J= ap. +B +~[ (~+ au) -1.a aUkJ]+~(!;aUk)
P a )ax ax I ax. f1 ax ax 3IJax ax axt ) I ) ) I k I k

0, en forma vectorial :

P DV = p[av + V~2 ~)- V X V x v] = -Vp + B + V x [,u(v x v)] + v[« +4f1)V' V]
Dt at /2

Usualmente la viscosidad puede ser removida de las derivadas con error despreciable.

Para tluido incompresible:
V·V=o

esas ecuac iones se reducen a :

DV 2
p- = -Vp+ B + f1V V.

Dt

Es posible comparar las ecuaciones de Navier-Stokes con las de Euler para tlujo sin
arrastre. Las diferencias estan en los tt~rminos que contienen la viscosidad; si el fluido es
incompresible, los terminos de viscosidad tienen la forma 8u/8xj , (i~:j). Por tanto, para un
tluido incompresible, aunque J.l no sea nula, los terminos viscosos son despreciables si las
derivadas de la forma oU/Oxj son pequefias, y en ese caso la ecuaciones de Navier-Stokes
corresponderan a las de Euler.

Por tanto, las ecuaciones de Navier Stokes se reducen a las de Euler si la viscosidad es
pequefia 0 si las derivadas de las velocidades, en relacion a las diferentes direcciones, son
pequefias. Esta aproximacion es muy importante en el movimiento de los t1uidos.

En muchos flujos se considera que existen dos regiones: una proxima a la superficie solida
donde los terminos viscosos son importantes. en este caso se utiJizan las ecuaciones de
Navier Stokes; y, una region fuera de la superficie, donde la aplicacion de las ecuaciones
de Euler constituyen una buena aproximacion.
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6.2.6- Ecuacioo de la Eoergia

Capitulo VI

Esta ecuacion se deduce por medio del balance de energia en un volumen de control,
obteniendose la forma diferencial de manera puramente matematica. La deduccion
considera el siguiente volumen de control:

v d

'2L---\;q

Fig, 6. 5. - Volumen de Control
para Balance de Energia

donde, V: vector velocidad
q : vector flujo de calor. Representa el flujo de calor por conducci6n y

radiacion.

EI flujo total de calor en el volumen de control dQ/dt seria :

- Jq.d4=- Jq,dA,
~' ,c. s.c.

EI trabajo realizado por el fluido en el volumen se dividido en dos partes: trabajo
reversible realizado por la presion en la superficie de control, e irreversible por las
tensiones de cizallamiento en la superficie. En terminos del tensor de las tensiones, el
trabajo total realizado par el fluido en el volumen de control, en forma cartesiana, es igual
a:

~~- =- JU(J' .. dA.
dt I I) }

s.c.

EI aumento de energia total (incluyendo cinetica, interna y potencial) en el volumen de
control es igual a la razon de la variacion en el flujo de calor que penetra en el volumen de
control, mas la razon de generacion intenla de calor, menos la razon en que el fluido
realiza trabajo en las vecindades, de esta forma tenemos :

: fpedv+ JpeuidAi =- JqidAi + fUi(J'jidA j + fq'''dv
v.c. s.c. s.c. s.c. v.c.

Donde:
e == energia total par unidad de masa == V 2/2 + u + \fI
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\fJ = potencial gravitacional = gZ
q'''= es la generacion intema de calor par unidad de volumen

Capitulo VI

EI tensor de las tensiones puede ser dividido en dos partes: presion y cizalJamiento

.
Usando el Teorema de Gauss, la ecuacion de energia queda :

f
a a a '" a a,

[-(p?)+-(,au,)+-q, +q +-(puJ--(uJ{Y Ij)]dv = 0
v.c. at ax, ax, ax, ax,

como el volumen es arbi,trario el integrando debe ser nulo, entonees, expandiendo los
terminos y combinando con la eeuacion de eontinuidad obtenemos :

donde <I> = (J'" 8uj / dx, es la funcion de disipacion 0 sea la tasa en que las tensiones de
cizallamiento realizan trabajo irreversible sobre el fluido.

Esta ecuacion es util aunque engloba a la ecuacion de cantidad de movimiento que
puede ser sustraida. En el primer miembro de la ecuacion estan las tasas de aumento de
energia cinetica y potencial; el segundo, tercero y cuarto termino representan el trabajo
realizado por las tensiones, incluyendo la presion. AI tomar el producto escalar V de la
eeuacion de movimiento, (6.7), admitiendo que la fuerza de campo B j es gravitacional
conservativa -p8\fJ / axi , obtenemos, luego de algunas operaciones con las formulas, la
forma final de la Ecuaci6n de energia :

(6.13)

donde u = energia por unidad de masa.

Esta ecuaci6n puede ser simplificada :

(i) Introduciendo la Ley de Fourier de la conducci6n de calor

q = -k'VT

174



Modelos Matematicos Capitulo VI

y admitiendo conductibidad termica constante , gas perfecto ( du = cvdT ) , ademas de que:

QU; =V'. V
Ox,

podemos escribir :

DT 2 '"
pcv Dt =- PV .V + kV T - V .qr + q + <1l

donde q, : vector de flujo de calor por irradiaci6n :

(ii) Si introducimos la entalpia en la ultima ecuaci6n tenemos :

h = u + pip

Dh Dp 2 ".
p-=-+kV T - V·qr +q +<1l

Dt Dt

y para gas perfecto tenemos :

DT Dp 2 ".
pc - =- + kV T - V .q + q + <1l

P Dt Dt r

6.2.7.- Segunda Ley de Termodimimica y la Entropia

(6.14)

La ecuaci6n de la segunda Ley de la Terrnodinamica aplicada a un volumen de control:

:T Jspdv+ JspV ·dA - J~ dA ~ 0
V.c. s.c. ~c.

puede ser transfonnada en una igualdad por la introducci6n del concepto de producci6n de
entropia por unidad de volumen, 8. Introduciendo el vector de flujo de calor q, tenemos:

J(kfv- J~ dA =~ Jpsdv+ JpsV. dA
v.c. !i.C. v.c. x.c.
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Usando la Ley de Gauss y la ecuaci6n de continuidad, obtenemos :

q Ds
[)- V .(-) =p-

T Dt

Capitulo VI

combinando con la ecuaci6n de la energia y la relaci6n basica de Ja termodimimica,
tenemos:

Du Ds
p-=pT--pV·V

Df Dt

que es la forma Euleriana de :

du = Tds - p d(l/p)

Admitiendo que se mantiene la Ley de Fourier y despreciando la radiaci6n, e se puede
expresar en la forma:

() = (/J + q. q = l1J + k (VT /
T kT 1 T T 2

(6.15)

que muestra la raz6n de producci6n de entropia en terminos de las irreversibilidades de la
corrientes de calor y de la disipaci6n viscosa.

6.3 METODOLOGIA PARA RESOLVER PROBLEMAS.

Las ecuaciones deducidas anteriormente no pueden ser consideradas como f6rmulas
practicas para la resoluci6n de problemas de fluidos. EI proceso de aplicaci6n de esas
ecuaciones mediante metodos numericos buscando obtener resultados predecibles, puede
no dar los resultados esperados, por tanto, es muy importante la comprensi6n e
interpretaci6n del significado de las ecuaciones y las limitaciones 0 restricciones de sus
formas especiales.

EI estudio de modelos matematicos parte de las leyes basicas, de la definici6n de las
ecuaciones correspondientes del sistema, de la deducci6n de las ecuaciones integrales del
volumen de control y de las ecuaciones diferenciales, y de la presentaci6n de algunas
form as simplificadas de esas ecuaciones. Para realizar este proceso se presenta la tabla de
f6rmulas que aparecen en el Anexo B.
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6.3. 1. Formas Especiales de las Ecuaciones Integrales.

1. Continuidad
Flujo pennanente unidimensional:

Capitulo VI

2. Cantidad de movimiento
Flujo permanente unidimensional, con densidad y velocidad uniformes en las areas
de entrada y salida:

Fx =~(V2X - V IX )

Fy =~(V2Y - Vly )

Fz = ~(V2Z - VIJ

3. Cantidad de movimiento angular
Velocidad unifonne en AI y A2" flujo pennanente a traves del rotor:

4. Energia
Flujo permanente unidimensional:

6.3.2. Formas Especiales de Ecuaciones Diferenciales

1. Continuidad

ap + V . (p V) = 0
at

Para fluido incompresible es :
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V·v=o

2. Cantidad de movimiento en forma vectorial

P DV = -Vp+B- Vx[u(VxV)]+ v[k + jj IJp· v]
DI

Capitulo VI

Para densidad y viscosidad constantes la ecuaci6n de la cantidad de movimiento es :

DV 2
p-=-Vp+B-uV V

DI

3. Ecuadon de Energia

DT 2 ".
pc,-=-pV·V+kV T-V·q,+<P+q

DI

6.3.3. Solucion de Problemas

Existen los siguientes metodos para resolver problemas fisicos reales:

I. Ecuaciones integrales.
2. Ecuaciones diferenciales.
3. Leyes basicas y desarrollo de ecuaciones apropiadas para una situaci6n particular.

Las Ecuaciones Jntegrales son apropiadas cuando se desea conocer efectos globales,
como por ejemplo, la fuerza total de un tluido sobre la pared de un tubo 0 en una pala de
una hel ice 0 rotor.

Las Ecuaciones Diferenciales son apropiadas cuando se desea conocer las condiciones
distributivas, como los campos de velocidad y presi6n, en tome a un cuerpo aerodinamico.

El ultimo metodo se considera particuJarrnente apropiado para el desarrollo de las
ecuaciones en la capa limite y la obtenci6n de resultados.
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EI procedimiento para la soluci6n de un problema fisico es el siguiente:

(a) Identificaci6n de un problema fisico especifico.

Capitulo VI

(b) Representaci6n del modelo fisico. Representaci6n del problema fisico real por un
nuevo problema simplificado.

(c) Modelo matematico. Establecimiento de las Ecuaciones correspondientes al
modelo fisico.

(d) Soluci6n. Obtenci6n de una soluci6n de las Ecuaciones para el modelo.

(e) Experimentaci6n. EI paso final consiste en determinar la exactitud y bondad del
modelo de manera experimental. Esta experiencia permitira mejorar el modelo.

Ejemplo.-

Considere el flujo permanente de un fluido compresible en un tubo curvo, como se
muestra en la siguiente figura. Determinar la fuerza del fluido sobre el trecho del tubo
entre I y 2.

l
............

.........
.............\ ..~ ..

)V,

..... .".,.: .
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Desarrollo.-

Capitulo VI

Primero escogemos un volumen de control para el fluido como el mostrado por la linea
de puntos.

La ecuacion de cantidad de movimiento para el volumen de control es :

F, + fB dv =~ fV pdv + fV PV d Aatv.c. v.c. f.e.

pero, en nuestro caso, el flujo es permanente y queda :

F, + fB dv = fV p V d A
V.C. J.C.

Admitamos que las presiones y velocidades sean uniformes en las areas AI y A2.

Las fuerzas superficiales para las direcciones x, y son:

donde pes la presion y F px , F py son las fuerzas desconocidas de la pared sobre el fluido.

La unica fuerza de campo es la de la gravedad, y es igual al peso del fluido contenido
entre las secciones I, 2. Este peso en muchos problemas es despreciabJe, comparando con
otras fuerzas, y en este caso no 10 consideraremos.

Los terminos de flujo de la cantidad de movimiento quedan :

.).c.

s.c.

entonces, las ecuaciones quedan :
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Fpy = P2A2 Sen e+ p2A2V2
2 Sen e

Capitulo VI

Las componentes de la fuerza del fluido sobre el tubo, digamos Rx, Ry sedan opuestas a
Fpx, Fpy y de esta forma tenemos :
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ANEXOA
TABLA l.-PROPIEDADES DE LAS OLAS ARMONICAS EN AGUAS PROFUNDAS

Elevacion de lineas de igual presion
(a calado z)

Perfil de la superficie (elevacion de
la linea de igual presion en z=O)
(primera aproximacion)

Velocidad horizontal del agua

Velocidad vertical del agua

Velocidad de ola

Longitud de ola

NUmero de ola

Periodo de ola

Presion

Maxima pendiente de ola
(primera aproximacion)

Energia por unidad de superficie de
ola

( Battacharyya, R., 1987 )
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w g w g w

p =pg (z - ~)

p = pgZ - Sa pge-kz Cos(kx - OJwt)

pgz = presion hidrostatica
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TABLA 2.- PROPIEDADES DE LAS OLAS ARMONICAS EN AGUAS DE
CUALQUIER CALADO.

Elevacion de lineas de igual presion ( = c; Senh(-z + h) Cos k(x - V I)
. z a Senh(kh) w

Perfil de la superficie (elevacion de (0 = CCos k(x - Vj)
la linea de igual presion en z=O)

Velocidad horizontal del agua =t; V k Coshk{-z + h) Cos k(x - V t)
J1 a W SinJl...kh) W

Velocidad vertical del agua w =( V k Senh(-z + h) Sen k(x - V I)
a W Senh(kh) W

Velocidad de ola 0 celeridad ( rVw= ~L;. = tanhkh

Cosh(-z + h)
p =pgz - Cpg () Cosh(x - Vwt)

Cosh kh
Presion

pgz = presion hidrostatica

h = calado del agua

,

( Battacharyya, R., 1987 )

183



Anexo B

ANEXOB
ECUACIONES INTEGRALES Y DIFERENCIALES

I
Leyes Basicas II Ecuaciones del I Ecuaciones Integrales I I Ecuaciones I

Sistema (Volumen de Control) Diferenciales
'--------' '-----------'

1. CONTfNUlDAD

2. CANTIDAD DE
MOVIMIENTO
LINEAL

d
-(m)= 0
dt

d
-(mV)=F
dt

fpV d A =~ Jpdvat
s.~ ~~

Fs + fBdv = ~ fVpdv
v.c. vc

+ fVpVdA
s.C

Dv aCT 21 aCT np-=--+--
Dt ax ay
aCT

+_2_3 + By
az

[
aul 00, J 8p .P -+U.- =--+BIat )ax) Ox;

~ frxVpdv+ JrxVpVdA
\C S.C

3. CANTIDAD DE !!..-(mrx V)=rx F frxdF, + frxBdv=
MOVIMIENTO dt sc vc.

ANGULAR

4. ENERGiA

184

!!..-(E) =dQ _ dW
dt dt dt

dQ dWs a
---=- fepdv+
dt dt Ot v(

f(e+p/p)pV.c!A
S('

DT ,
Pc - = -pY' .V+ kY" T\' DI

-Y'.q,+q'" +<p

Dh Dp 2
p-=-+kV T-V·q

Dt Dt '
+q'" +(/J
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Jedv- Jid A =~ Jpsdv

5. SEGUNDA LEY ~ fSp .dv + fSpV . dA

>c. sc T a, pc

TERMODINA.MICA dQ + JpsV.d A
dS- -~o v,c. S_C

T .i.e.

- ffdA~O
S.C

() =(/) + q. q = (/J +k (V T/
T kT 2 T T 2

( Hughes, W.F., 1974 )

185



Anexo C

ANEXOC

1. Principio de Tension de Euler - Cauchy

Las fuerzas de cuerpo no son afectadas por la presencia 0 ausencia de cuerpos
en el espacio. La (mica fuerza a considerar es la Hamada "mutual" 0 fuerza
gravitacional.

El principio de Euler-Cauchy es el siguiente: "Existe un campo tensorial
simetrico T llamado tensor tension 0 tensor de las tensiones, tal que:

t =T(n) = Tn

esto es, existe un tensor simetrico T que aplicado al vector unitario n da lugar al
vector t"

Las fuerzas en general son las siguientes:

FUERZAS

FUERZAS DE
CUERPO

FUERZAS DE
CONTACTO

Todas estas fuerzas son vectoriales.

Donde : t se puede descomponer en :

t n vector nonnal a la superficie. Vector tension nonnal
tt vector tangencial a la superficie. Vector tension de corte
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La magnitud de tn corresponde a la presion:

tn = pn + l' Cl + tt
tn= pn + tv

donde:

pn : valor unitario de la direccion normal
tv: valor de tension viscosa

Sabemos, por el principio enunciado que:

T(n) = t

tn = pn + tv

luego :
T(n) = tn = pn + tv

as! podemos descomponer T de la siguiente forma:

T=P+'t

tal que:
pen) = pn

't (n) = tv

donde:

P tensor presion
't tensor efecto viscoso

La descomposicion del vector T, en terminos de sus componentes puede,
escribirse en forma matricial :
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T P +

T Try Txz
l P 0 0 Txx T xy T xz

Tyx Tyy TyZ = 0 p 0+ T yx T yy T yz

Tzx T1.)J Tzx 0 0 P Tzx T1.)J Tzx

Tyx

Txx

Tyy Tzy Tzx

2. Deduccion de la Ecuacion de Cauchy

Para establecer las Ecuaciones de movimiento, debemos tener en cuenta que la
suma de fuerzas que actuan sabre el sistema es igual a 1a tasa de variaci6n del
momentum linear (cantidad de movimiento).

Basada en este principio (Euler), Cauchy establece 1a ecuaci6n :

-
- Dv rna Dv

F = rna = p-L1x.L1y.L1z ~ - =p-
Dt V Dt
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Fuerzas de cuerpo :

x

[Txx]x

[Tyx]y

[Tyx]v+~v

y
[Txx]x+~x

x

Anexo C

- F cuerpo
F cuerpo = pb L1 x. L1 y. L1 Z ~ = pb

V

Fuerzas de superficie :

- [Txx Lllx - [Txx t} L1YL1Z- iTyx LilY -lTyx t fL1XL1Z- [Tzx Lllz - [Tzx L} L1XL1Y =Fsup
en direcci6n x .

Haciendo tender allimite ~x~YL1Z~ 0 obtenemos :

En forma amiloga para las otras direcciones tenemos :
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surnando las tres componentes :

Fsup_ d· T- (nT)---- IV -- v
V

Llevando esta ecuaci6n hacia la Ecuaci6n de Newton:

--+

ma="LF
tendremos:

Dv
p D t = Fcuerpo - F sup erjicie

donde:

Dv
p- = ph - (V'T)

Dt
Ecuaci6n de Cauchy

ph

- div T =-(V' T) :

tasa de variaci6n del momentum linear (cantidad de

movimiento) por unidad de volumen

resultante de las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen

resultante de las fuerzas de contacto 0 de superficie por

unidad de volumen

Usando la descomposici6n del tensor de las tensiones

T=P+t
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y haciendo b = g , la Ecuacion de Cauchy puede escribirse en la siguiente fonna :

Dv
p-=-Vp-[Vr}+pg (1)

Dt

donde:

Dv

Dt
: aceleracion sustantiva

Vp : gradiente de presion. Representa la fuerza de presion por unidad de

volumen

t : tensor tension viscosa

p : presion

p : densidad del fluido

[V'T] : divergente del tensor tension viscosa. Representa la fuerza VIscosa por

unidad de volumen

g : aceleracion de la gravedad

pg : fuerza de campo gravitacional por unidad de volumen

Con respecto a los dos primeros tenninos del segundo miembro de la ecuacion
(1), caben los siguientes comentarios :

div T =V'T + [V'(p + T)]

pero P = pI

entonces: div P = [V . P] = Y'p = gradiente p

Tarnbien podemos escribir que:

div T =V p+ [Y'T]
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Los terminos para la tension normal y tension de corte se los puede encontrar
de la siguiente manera :

T=[rJ+[r.]

puede escribirse :

Txx T
XY Txz p+Txx 0 0 0 Txy Txz

Tyx Tyy TyZ 0 p+ Tyy 0 + Tyx 0 Tyz (2)

Tr.x Tzy Tu 0 0 p+Tu IT zz Tzy 0

y tambien:

T=p/+T

puede escribirse:

Txx Txy Txz p+Txx T xy Txz

Tyx Tyy TyZ = T yx P + T yy T yz

Tu Tzy Tzz I T zz T zy p+Tu

debido a que:

Ip 0 0

pI= 0 p 0

0 0 P

T xx T xy Txz

T= T yx T yy Tyz

IT z: T zy Tzz

En la Ecuacion (2) tenemos que:

192



Anexo C

representa las componentes de tensor tension normal

representa las componentes del tensor tension de corte

3. Deduccion de la Ecuacion de Continuidad

Para deducir esta ecuaci6n debe hacerse un balance de masas sobre un
elemento de volumen AxAyl:1z a traves de cual un fluido esta fluyendo. De acuerdo
con la ley de conservacion de masa debe cumplirse que la tasa instantanea de

variaci6n de la masa dentro del volumen de control AxAyl:1z es igual a la tasa
instantanea neta de variacion de la masa a traves de la superficie de control AxAy.

Sea un elemento de fluido AxAyl:1z (volumen de control ~.c.) y las superficies
que 10 delimitan Ayl:1z; AxI:1z; AxAy (superficie de control S.c.)

z

(x,y,,,,:"'~ ~

y

x

Analizando la figura tenemos que:

ap
- Llx.Lly.Llzat : tasa instant{mea de variacion de la masa dentro del V.c.

{[0'x]x -[0'x ]X+LU }~y.~: flujo neto de masa en direccion x a traves de la S.c.

{[pvyh-[0'y]y+~y}~'~:flujo neto de masa en direccion y a traves de la S.C.

{[0'z]z -[0';;, ]Z+~ }~.Ay : flujo neto de masa en direccion z a traves de la S.c.
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De acuerdo con la Ley de Conservaci6n de masa tenemos :

que tambien puede escribirse :

?£ fu;.~y.A? =_fu:.~y.A?{IPvx]x+Ax -[,i'Vx]x + [PVy]y+lly -[pvyL~J_
& fu: ~

[pvzL+ll2 - [pvJz }+ ~------------
A?

haciendo tender allimite los valores ~x, ~y, ~z tenemos:

op == _[~(PVx) + o(pvy) + ~(pv= )]
at ax Oy oz

de donde:

op + \l.p v == 0
at

es la Ecuacion de Continuidad

Esta ecuacion describe la tasa de variacion de la densidad p en un punto debido
a la variacion del flujo de masa pv. Fisicamente tambien se la puede interpretar de
la siguiente manera: la tasa de variaci6n de la densidad dentro de un elemento de
volumen fijo en el espacio, es igual al flujo neto de masa hacia adentro del
elemento de volumen, por unidad de volumen.

La ecuacion de continuidad puede escribirse en otra forma equivalente
utilizando la siguiente identidad vectorial :

('V.pv) = p(V'.v) + (V'p.v)

y utilizando tambien la definicion de derivada sustantiva:
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y tendremos que:

Dp + p(V.v) =0
Dt

Asi mismo la Ecuaci6n de Continuidad en terminos de sus componentes y del
sistema de coordenadas sera :

Coordenadas rectangulares :

op + o(PVx2 + o(pvy) + o(pvz) = 0
at & ~ &

Coordenadas Cilindricas:

ap + ~ o(prv r ) + ~ o(pvo) + o(pvJ =0
at r or r oe OZ

Coordenadas Esfericas:

op + _1 o(pr
2
vr ) + _J_ o(PVo sen e) + _1_ o(pv<1» = 0

ot r 2 or r sen e ae r sen e c3<D
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4. Relacion entre las ecuaciones de Cauchy, Navier - Stokes y Euler.

(1) ECUACION DE CAUCHY

Dv
p- = -'Vp - ['V:c] + pg

Dt

(2) ECUACION DE NAVIER-STOKES

Cuando el tensor tension viscosa (t) obedece la ecuaeion eonstitutiva de los
fluidos newtonianos, la ecuaci6n de movimiento que de ella resulta se llama
Ecuacion de Navier-Stokes cuya formulae ion en forma vectorial y eonsiderando p
y I.l constantes es igual a :

Dv 2
p- = -Vp + ;.t'v v+ pg

Dt

(3) ECUACION DE EULER

Cuando el tensor tension viscosa ('t) obedece la ecuacion constitutiva de los
fluidos perfectos ('t= 0), 1a Ecuaci6n de Cauchy da origen a la Ecuacion de Euler,
1a cual en forma vectorial se 1a escribe de la siguiente manera :

Dv
p-=-'Vp+pg

Dt
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